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Integrali s parametrom 
Integrali s parametrom so (integralske) funkcije oblike: 

𝐹(𝑡) = ∫ 𝑓(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

 

Kjer je 𝑓(𝑥, 𝑡) funkcija dveh spremenljivk. 

Zveznost in enakomerna zveznost 

Funkcija 𝑓 je zvezna v neki točki 𝑥 ∈ ℝ: 

∀𝜖 >  0  ∃𝛿 > 0 |𝑦 − 𝑥| < 𝛿: |𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦)| < 𝜖 

Funkcija 𝑓 na [𝑎, 𝑏] je enakomerno zvezna, če lahko najdemo 𝛿 > 0, ki bo dober za vse 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] hkrati. 

Vsaka funkcija na kompaktni množici v ℝ𝑛 (torej zaprta in omejena) je vedno enakomerno zvezna. 

Lagrangeev izrek: 

Naj bo 𝑓 zvezna na [𝑢, 𝑣] in odvedljiva na (𝑢 , 𝑣). Tedaj ∃𝑤 ∈ (𝑢, 𝑣) tako da velja: 
𝑓(𝑣) − 𝑓(𝑢)

𝑣 − 𝑢
= 𝑓′(𝑤)    𝑜𝑧.  𝑓(𝑣) − 𝑓(𝑢) = 𝑓′(𝑤)(𝑣 − 𝑢) 

Zveznost integrala s parametrom 
Naj bodo 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ ℝ in 𝑓: [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] → ℝ zvezna funkcija. Tedaj je 𝐹: [𝑐, 𝑑] → ℝ definirana kot 

𝐹(𝑡) = ∫ 𝑓(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
 spet zvezna.  

Dokaz 

Vzamemo 𝑡0 ∈ [𝑐, 𝑑] in 𝜖 > 0. Za nek 𝑡 ∈ [𝑐, 𝑑] velja: 

|𝐹(𝑡) − 𝐹(𝑡0)| = |∫ 𝑓(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

− ∫ 𝑓(𝑥, 𝑡0)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

| = |∫ [𝑓(𝑥, 𝑡) − 𝑓(𝑥, 𝑡0)]𝑑𝑥
𝑏

𝑎

| 

Po trikotniški neenakosti: 

|∫ [𝑓(𝑥, 𝑡) − 𝑓(𝑥, 𝑡0)]𝑑𝑥
𝑏

𝑎

| ≤ ∫ |𝑓(𝑥, 𝑡) − 𝑓(𝑥, 𝑡0)|𝑑𝑥
𝑏

𝑎

 

Ker je 𝑓 zvezna na kompaktnem 𝑃 = [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] je tam enakomerno zvezna. To pomeni (po 

definiciji), da ∃𝛿 > 0: za poljubna para (𝑥1, 𝑡1), (𝑥2, 𝑡2) ∈ 𝑃 velja: 

|(𝑥1, 𝑡1) − (𝑥2, 𝑡2)| < 𝛿 ⇒ |𝑓(𝑥1, 𝑡1) − 𝑓(𝑥2, 𝑡2)| <
𝜖

𝑏 − 𝑎
 

Sledi, da če (𝑡 − 𝑡0) < 𝛿 tedaj je: 

|(𝑥, 𝑡) − (𝑥, 𝑡0)| = √(𝑥 − 𝑥)2+(𝑡 − 𝑡0)2 = |𝑡 − 𝑡0| < 𝛿 

⇒ |𝐹(𝑥, 𝑡) − 𝐹(𝑥, 𝑡0)| ≤ ∫ |𝑓(𝑥, 𝑡) − 𝑓(𝑥, 𝑡0)| 𝑑𝑥
𝑏

𝑎

≤ ∫
𝜖

𝑏 − 𝑎
𝑑𝑥

𝑏

𝑎

< 𝜖 

Odvedljivost po parametru 

Naj bo 𝑓(𝑥, 𝑡): [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] → ℝ. Privzemimo, da je 𝑓 zvezna in da 
𝜕𝑓

𝜕𝑡
 obstaja in je zvezen na 𝑃 =

[𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑]. Tedaj je 𝐹(𝑡) = ∫ 𝑓(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
 odvedljiva na [𝑐, 𝑑] in velja: 𝐹′(𝑡) = ∫

𝜕𝑓

𝜕𝑡
(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥

𝑏

𝑎
. 
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Dokaz 

Vzemimo 𝑡 ∈ [𝑐, 𝑑] in 𝜖 > 0. Za poljuben ℎ ∈ ℝ: 𝑡 + ℎ ∈ [𝑐, 𝑑] je : 

𝐹(𝑡 + ℎ) − 𝐹(𝑡)

ℎ
= ∫

𝑓(𝑥, 𝑡 + ℎ) − 𝑓(𝑥, 𝑡)

ℎ

𝑏

𝑎

𝑑𝑥 

Po Lagrangeevem izreku za vsak posamezen 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] ∃𝜃 = 𝜃(𝑥, 𝑡, ℎ) ∈ (0, ℎ): 

𝑓(𝑥, 𝑡 + ℎ) − 𝑓(𝑥, 𝑡) =
𝜕𝑓

𝜕𝑡
(𝑥, 𝑡 + 𝜃)[(𝑡 + ℎ) − 𝑡] 

Sledi: 

𝐹(𝑡 + ℎ) − 𝐹(𝑡)

ℎ
− ∫

𝜕𝑓

𝜕𝑡
(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

= ∫ [
𝜕𝑓

𝜕𝑡
(𝑥, 𝑡 + 𝜃) −

𝜕𝑓

𝜕𝑡
(𝑥, 𝑡)] 𝑑𝑥

𝑏

𝑎

     (∗) 

Po predpostavki je (𝑥, 𝑡) ↦
𝜕𝑓

𝜕𝑡
(𝑥, 𝑡) zvezna na 𝑃, zato je tam tudi enakomerno zvezna. Torej ∃𝛿 > 0: 

|(𝑥1, 𝑡1) − (𝑥2, 𝑡2)| < 𝛿 ⇒ |
𝜕𝑓

𝜕𝑡
(𝑥1𝑡1) −

𝜕𝑓

𝜕𝑡
(𝑥2, 𝑡2)| <

𝜖

𝑏 − 𝑎
 

Tedaj za |ℎ| < 𝛿 velja tudi: 

|(𝑥, 𝑡 + 𝜃) − (𝑥, 𝑡)| = √(𝑥 − 𝑥)2 + (𝑡 + 𝜃 − 𝑡)2 = |𝜃| ≤ |ℎ| < 𝛿 

⇒  ∫ [
𝜕𝑓

𝜕𝑡
(𝑥, 𝑡 + 𝜃) −

𝜕𝑓

𝜕𝑡
(𝑥, 𝑡)] 𝑑𝑥

𝑏

𝑎

< ∫
𝜖

𝑏 − 𝑎
𝑑𝑥

𝑏

𝑎

= 𝜖 

Odvod integrala s parametrom, če je parameter v mejah 

Če imamo se funkciji 𝛼, 𝛽: [𝑐, 𝑑] → [𝑎, 𝑏], je 𝐹(𝑡) = ∫ 𝑓(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥
𝛽(𝑡)

𝛼(𝑡)
 odvedljiva na [𝑐, 𝑑] in velja: 

𝐹′(𝑡) = ∫
𝜕𝑓

𝜕𝑡
(𝑥, 𝑡)𝑑𝑡

𝛽(𝑡)

𝛼(𝑡)

+ 𝑓(𝛽(𝑡), 𝑡) ∙ 𝛽′(𝑡) − 𝑓(𝛼(𝑡), 𝑡) ∙ 𝛼′(𝑡) 

Dokaz 

Za dokaz uporabimo verižno pravilo. Označimo 𝐺(𝑠, 𝑢, 𝑣) = ∫ 𝑓(𝑥, 𝑠)𝑑𝑥
𝑣

𝑢
. Tedaj je : 

𝐹 = 𝐺 ∘ (𝑖𝑑, 𝛼, 𝛽) 

𝐹′(𝑡) = 𝐺𝑠
′(𝑡, 𝛼(𝑡), 𝛽(𝑡)) ∙ 1 + 𝐺𝑢

′ (𝑡, 𝛼(𝑡), 𝛽(𝑡)) ∙ 𝛼′(𝑡) + 𝐺𝑣
′ (𝑡, 𝛼(𝑡), 𝛽(𝑡)) ∙ 𝛽′(𝑡) 

Velja: 
𝑑

𝑑𝑡
∫ 𝜙(𝑥)𝑑𝑥

𝑡

𝑎
= 𝜙(𝑡) in iz tega dobimo, kar smo hoteli dokazat.  

⇒ 𝐺𝑢
′ (𝑡, 𝛼(𝑡), 𝛽(𝑡)) =

𝑑

𝑑𝑡
∫ 𝑓(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥

𝛽(𝑡)

𝛼(𝑡)

= −𝑓(𝛼(𝑡), 𝑡),   𝐺𝑣
′(𝑡, 𝛼(𝑡), 𝛽(𝑡)) = 𝑓(𝛽(𝑡), 𝑡)  

Integrabilnost integrala s parametrom 
Naj bo 𝑓: [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] → ℝ zvezna. Tedaj je 

∫ (∫ 𝑓(𝑥, 𝑡)𝑑𝑡
𝑑

𝑐

) 𝑑𝑥
𝑏

𝑎

= ∫ (∫ 𝑓(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

) 𝑑𝑡
𝑑

𝑐
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Dokaz 

Definiramo: 

𝐺(𝑦) = ∫ ∫ 𝑓(𝑠, 𝑡)𝑑𝑡 
𝑦

𝑐

𝑑𝑠
𝑏

𝑎

;    𝐻(𝑦) = ∫ ∫ 𝑓(𝑠, 𝑡)𝑑𝑠
𝑏

𝑎

 𝑑𝑡
𝑦

𝑐

;   𝜙(𝑡) = ∫ 𝑓(𝑠, 𝑡) 𝑑𝑠
𝑏

𝑎

 

Hočemo, da 𝐺 = 𝐻, ampak ker 𝐺(𝑐) = 𝐻(𝑐) = 0, je dovolj videti, da je 𝐺′ = 𝐻′ 

𝐻′ = 𝜙(𝑠) = ∫ 𝑓(𝑠, 𝑡) 𝑑𝑠
𝑏

𝑎

 

𝐺′ = ∫
𝜕𝑓

𝜕𝑡

𝑏

𝑎

∫ 𝑓(𝑠, 𝑡)𝑑𝑡
𝑦

𝑐

𝑑𝑠 = ∫ 𝑓(𝑠, 𝑡) 𝑑𝑠
𝑏

𝑎

 

Razširitev na posplošeni integral 

Konvergenca in enakomerna konvergenca 

Naj bo 𝑓: [𝑎, ∞) × [𝑐, 𝑑] → ℝ zvezna. Integrali ∫ 𝑓(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥
∞

𝑎
 so enakomerno konvergentni na [𝑐, 𝑑], ce 

za ∀𝜖 > 0 ∃𝑚0 ≥ 𝑎: 

|∫ 𝑓(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥
∞

𝑚

| < 𝜖 ∀𝑡 ∈ [𝑐, 𝑑], ∀𝑚 ≥ 𝑚0 

Torej, da je od neke meje naprej, ostanek dovolj majhen. 

Enakomerna integrabilna majoranta (Weierstrass) 
Naj bo 𝑓: [𝑎, ∞) × [𝑐, 𝑑] → ℝ zvezna. Privzemimo, da obstaja integrabilna funkcija Φ: [𝑎, ∞) →

[0, ∞): ∀𝑥 > 𝑎, 𝑡 ∈ [𝑐, 𝑑] velja:  |𝑓(𝑥, 𝑡)| ≤ Φ(𝑥). Tedaj integral s parametrom konvergira enakomerno 

na [𝑐, 𝑑] 

Dokaz 

|∫ 𝑓(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥
∞

𝑚

| ≤ ∫ |𝑓(𝑥, 𝑡)| 𝑑𝑥
∞

𝑚

≤ ∫ 𝜙(𝑥)
∞

𝑚

𝑑𝑥 < 𝜖 

za vsak ∀𝑚 ≥ 𝑚0, ce je 𝑚0 dovolj velik. 

Zveznost 

Če je 𝑓: [𝑎, ∞) × [𝑐, 𝑑] → ℝ zvezna in 𝐹(𝑡) = ∫ 𝑓(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥
∞

𝑎
 konvergira enakomerno na [𝑐, 𝑑], je 𝐹(𝑡) 

tudi zvezna na [𝑐, 𝑑] 

Dokaz 

Za 𝑡, 𝑡0 ∈ [𝑐, 𝑑] ocenimo: 

|𝐹(𝑡) − 𝐹(𝑡0)| = |∫ [𝑓(𝑥, 𝑡) − 𝑓(𝑥, 𝑡0)]
∞

𝑎

𝑑𝑥 | 

|∫ [𝑓(𝑥, 𝑡) − 𝑓(𝑥, 𝑡0)]𝑑𝑥
𝑚

𝑎

+ ∫ 𝑓(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥
∞

𝑚

− ∫ 𝑓(𝑥, 𝑡0)𝑑𝑥
∞

𝑚

| 

≤ ∫ |𝑓(𝑥, 𝑡) − 𝑓(𝑥, 𝑡0)|𝑑𝑥 
𝑚

𝑎

+ |∫ 𝑓(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥
∞

𝑚

| + |∫ 𝑓(𝑥, 𝑡0)𝑑𝑥
∞

𝑚

| 

Vezimo 𝜖 > 0. Ker je 𝐹(𝑡) enakomerno konvergentna ∃𝑚0 ≥ 𝑎: |∫ 𝑓(𝑥, 𝑢)𝑑𝑥
∞

𝑚
| <

𝜖

3
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Za tak ma sta zadnja dva integrala (torej ostanka) pod 𝜖. 

Za izbrani 𝑚 ≥ 𝑚0 je funkcija 𝑓: [𝑎, 𝑚] × [𝑐, 𝑑] → ℝ enakomerno zvezna (ker je zvezna na kompaktni 

množici). To pomeni, da ∃𝛿 > 0: |𝑡 − 𝑡0| < 𝛿 

⇒ |𝑓(𝑥, 𝑡) − 𝑓(𝑥, 𝑡0)| <
𝜖

3(𝑏 − 𝑎)
 

Iz tega sledi da je tudi prvi integral pod 𝜖 in smo dokazali: |𝐹(𝑡) − 𝐹(𝑡0)| < 𝜖 

Integrabilnost 

Naj bo 𝑓 zvezna na [𝑎, ∞) × [𝑐, 𝑑] in 𝐹(𝑡) = ∫ 𝑓(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥
∞

𝑎
 enakomerno konvergentna  na [𝑐, 𝑑]. Tedaj 

je 𝐹 integrabilna na [𝑐, 𝑑] in velja: 

∫ (∫ 𝑓(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥
∞

𝑎

) 𝑑𝑡
𝑑

𝑐

= ∫ (∫ 𝑓(𝑥, 𝑡)𝑑𝑡
𝑑

𝑐

) 𝑑𝑥
∞

𝑎

 

Dokaz 

Vemo da je 𝐹 zvezna, zato obstaja ∫ 𝐹
𝑑

𝑐
. Za ∀𝑏 > 𝑎 je: 

∫ ∫ 𝑓(𝑥, 𝑡) 𝑑𝑥
𝑏

𝑎

 𝑑𝑡
𝑑

𝑐

   (∗);    𝐹𝑏(𝑡) = ∫ 𝑓(𝑥, 𝑡) 𝑑𝑥
𝑏

𝑎

 

Pošljemo 𝑏 → ∞ 

Velja 𝐹𝑏(𝑡) → 𝐹(𝑡)  (enakomerno konvergira na [𝑐, 𝑑]) 

Torej ima leva stran (∗) limoto za 𝑏 → ∞ in sicer ∫ ∫ 𝑓(𝑥, 𝑡)
∞

𝑎

𝑑

𝑐
. Torej jo ima tudi desna stran in je po 

definiciji izlimitiranega integrala enaka: 

∫ ∫ 𝑓(𝑥, 𝑡) 𝑑𝑡
𝑑

𝑐

𝑑𝑥
∞

𝑎

 

Odvedljivost 

Privzemimo, da je 𝑓: [𝑎, ∞) × [𝑐, 𝑑] → ℝ zvezna, da ∃
𝜕𝑓

𝜕𝑡
 in je zvezen. Da sta ∀𝑡 ∈ [𝑐, 𝑑] definirani 

funkciji 𝐹(𝑡) = ∫ 𝑓(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥
∞

𝑎
 in 𝐺(𝑡) = ∫

𝜕𝑓

𝜕𝑡
(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥

∞

𝑎
, ki enakomerno konvergira na [𝑐, 𝑑]. Tedaj je 𝐹 

odvedljiva na [𝑐, 𝑑] in 𝐹′ = 𝐺 oz. 

𝑑

𝑑𝑡
 ∫ 𝑓(𝑥, 𝑡)

∞

𝑎

𝑑𝑥 = ∫
𝜕𝑓

𝜕𝑡
(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥

∞

𝑎

 

Dokaz 

Vemo, da je 𝐺 zvezna na [𝑐, 𝑑] zato je integrabilna. Definiramo 𝐻: [𝑐, 𝑑] → ℝ s predpisom: 

𝐻(𝑢) = ∫ 𝐺(𝑡)
𝑢

𝑐

𝑑𝑡 

Po osnovnem izreku analize je H odvedljiva in 𝐻′ = 𝐺. Torej zadošča videti, da je 𝐻 ≡ 𝐹 + 𝛼 za neki   

𝛼 ∈ ℝ. Velja: 

𝐻(𝑢) = ∫ 𝐺(𝑡)𝑑𝑡
𝑢

𝑐

= ∫  ∫
𝜕𝑓

𝜕𝑡
(𝑥, 𝑡) 𝑑𝑥

∞

𝑎

𝑑𝑡
𝑢

𝑐

= ∫ ∫
𝜕𝑓

𝜕𝑡
(𝑥, 𝑡)𝑑𝑡

𝑢

𝑐

𝑑𝑥
∞

𝑎

= ∫ 𝑓(𝑥, 𝑢)𝑑𝑥
∞

𝑎

− ∫ 𝑓(𝑥, 𝑐)𝑑𝑥
∞

𝑎

 

⇒ 𝐻(𝑢) = 𝐹(𝑢) − 𝐹(𝑐) = 𝐹(𝑢) + 𝑘𝑜𝑛𝑠𝑡. 
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Eulerjevi funkciji Γ in Β 

Gama funkcija 

∀𝑡 > 0 definiramo Γ(𝑡) = ∫ 𝑥𝑡−1𝑒−𝑥𝑑𝑥
∞

0
 

Integral je enakomerno konvergenten  na (0, ∞): 

∫ 𝑥𝑡−1𝑒−𝑥𝑑𝑥
∞

𝑀

≤ ∫ 𝑥|𝑡−1|𝑒−𝑥
∞

𝑀

𝑑𝑥 ≤ ∫ 𝑥𝛾𝑒−𝑥𝑑𝑥
∞

𝑀

< 𝜖;    𝑥 ≥ 𝑀 > 1;  𝛾 = max(𝑡 − 1) , 𝑡 ∈ [𝑐, 𝑑] 

Za velike M. Iz tega sledi tudi, da je Γ(𝑡) zvezna. 

Velja Γ ∈ 𝐶∞(0, ∞). To lahko sklepamo induktivno iz dejstva, da je njen odvod po parametru spet 

enakomerno konvergenten. 

Velja 𝚪(𝒕 + 𝟏) = 𝒕𝚪(𝒕) ∀𝒕 > 𝟎 

Γ(𝑡 + 1) = ∫ 𝑥𝑡𝑒−𝑥𝑑𝑥
∞

0

=  −𝑥𝑡𝑒−𝑥│0
∞ + 𝑡 ∫ 𝑥𝑡−1𝑒−𝑥𝑑𝑥

∞

0

= 0 + 𝑡Γ(𝑡) 

Velja 𝚪(𝒏 + 𝟏) = 𝒏! Za 𝑛 ∈ ℕ 

Beta funkcija 

Za 𝑝, 𝑞 > 0 definiramo Β(𝑝, 𝑞) = ∫ 𝑥𝑝−1(1 − 𝑥)𝑞−1𝑑𝑥
1

0
. Vidimo, da velja Β(𝑝, 𝑞) = Β(𝑞, 𝑝). 

∀𝛼, 𝛽 > 0 ∫ sin𝛼−1 𝑥 cos𝛽−1 𝑥 𝑑𝑥 

𝜋
2

0

=
1

2
Β (

𝛼

2
,
𝛽

2
)    𝑧 𝑣𝑝𝑒𝑙𝑗𝑎𝑣𝑜 𝑥 = sin2 𝑡 

𝑝, 𝑞 > 0 ∫
𝑢𝑝−1

(1 + 𝑢)𝑝+𝑞
𝑑𝑢

∞

0

= Β(𝑝, 𝑞)  𝑧 𝑣𝑝𝑒𝑙𝑗𝑎𝑣𝑜 𝑥 =
𝑢

1 + 𝑢
 

Povezava 

𝐵(𝑝, 𝑞) =
Γ(𝑝)Γ(𝑞)

Γ(𝑝 + 𝑞)
;   𝑝, 𝑞 > 0 

Γ(𝑝 + 𝑞) = ∫ 𝑥𝑝+𝑞−1𝑒−𝑥𝑑𝑥
∞

0
  Za poljuben 𝑢 > 0 vpeljemo novo spremenljivko s predpisom 𝑥 =

(1 + 𝑢)𝑦. Dobimo:  

Γ(𝑝 + 𝑞) =  ∫ (1 + 𝑢)𝑝+𝑞−1𝑦𝑝+𝑞−1𝑒−(1+𝑢)𝑦(1 + 𝑢)𝑑𝑦
∞

0

  │ ∙
𝑢𝑝−1

(1 + 𝑢)𝑝+𝑞
 

Γ(𝑝 + 𝑞) ∙
𝑢𝑝−1

(1 + 𝑢)𝑝+𝑞
= 𝑢𝑝−1 ∫ 𝑦𝑝+𝑞−1𝑒−(1+𝑢)𝑦𝑑𝑦

∞

0

     │ ∫ 𝑑𝑢
∞

0

 

Γ(𝑝 + 𝑞)Β(𝑝, 𝑞) =  ∫ 𝑢𝑝−1
∞

0

∫ 𝑦𝑝+𝑞−1𝑒−(1+𝑢)𝑦𝑑𝑦
∞

0

𝑑𝑢 

Fubini-Tonelli: 

= ∫ ∫ 𝑢𝑝−1𝑦𝑝−1𝑦𝑞𝑒−𝑦𝑒−𝑢𝑦 𝑑𝑢
∞

0

𝑑𝑦
∞

0

      │𝑛𝑜𝑣𝑎 𝑠𝑝𝑟 𝑢𝑦 

= ∫ 𝑦𝑞−1𝑒−𝑦 Γ(𝑝)𝑑𝑦
∞

0

= Γ(𝑝)Γ(𝑞) 

Velja 𝚪 (
𝟏

𝟐
) = √𝝅 



Marko Urbanč 

Β (
1

2
,
1

2
) = 2 ∫ sin0 𝑥 cos0 𝑥  𝑑𝑥

𝜋
2

0

= 𝜋   ⇒ 𝜋 =
Γ (

1
2)

2

Γ(1)
  ⇒ Γ (

1

2
) = √𝜋 

Fubini-Tonellijev izrek 
Naj bodo 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ ℝ ∪ {−∞, ∞} in 𝑓 zvezna funkcija. Ce je bodisi 𝑓(𝑥, 𝑡) ≥ 0 bodisi 

∫ (∫ |𝑓(𝑥, 𝑡)|𝑑𝑡
𝑑

𝑐
) 𝑑𝑥

𝑏

𝑎
< ∞. Tedaj integrala: 

∫ ∫ 𝑓(𝑥, 𝑡)𝑑𝑡
𝑑

𝑐

𝑑𝑥
𝑏

𝑎

 𝑖𝑛 ∫ ∫ 𝑓(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

𝑑𝑡
𝑑

𝑐

 

obstajata in sta enaka. 

 

Stirlingov izrek 

lim
𝑥→∞

Γ(𝑥) ∙ √𝑥 (
𝑒

𝑥
)

𝑥

= √2𝜋 

 


