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Krivuljni integral 

Krivuljni integral skalarnega polja 
Naj bo 𝑟: 𝐼 → ℝ3 regularna parametrizacija neke krivulje Γ in 𝑢: Γ → ℝ zvezna funkcija. 

Integral skalarnega polja u po Γ definiramo kot: 

∫𝑢𝑑𝑠
Γ

= ∫𝑢(𝑟(𝑡))|�̇⃗�(𝑡)|𝑑𝑡
𝐼

 

Ta definicija je dobra v smislu, da je neodvisna od parametrizacije 𝑟. 

Dokaz 

Naj bo �⃗⃗�: 𝐽 → ℝ3 neka druga parametrizacija in 𝜙: 𝐽 → 𝐼 preslikava med domenama. Torej velja: 

𝜙 = 𝑟−1 ∘ �⃗⃗�      𝑜𝑧.    �⃗⃗� = 𝑟 ∘ 𝜙 

Dobimo: 

∫ 𝑢 (�⃗⃗�(𝑠)) |�⃗⃗̇�(𝑠)| 𝑑𝑠
𝛽

𝛼

= ∫ 𝑢 (𝑟(𝜙(𝑠))) |�̇⃗�(𝜙(𝑠))| ∙ |�̇�(𝑠)|𝑑𝑠
𝛽

𝛼

 

Z uvedbo 𝜙(𝑠) = 𝑤,   𝑑𝑤 = �̇�(𝑠)𝑑𝑠. Dobimo dve moznosti odvisno ali je �̇� > 0 povsod ali �̇� < 0, zaradi 

regularne parametrizacije pa nikoli ni 0: 

= ∫ 𝑢(𝑟(𝑤))|�̇⃗�(𝑤)|𝑑𝑤
𝑏

𝑎

           𝑎𝑙𝑖          ∫ 𝑢(𝑟(𝑤))|�̇⃗�(𝑤)|(−𝑑𝑤)
𝑏

𝑎

 

Krivuljni integral vektorskega polja 

Naj bo �⃗�: Γ → ℝ3 zvezna. Integral vektorskega polja �⃗⃗⃗� po Γ definiramo kot: 

∫�⃗�𝑑𝑟
Γ

= ∫⟨�⃗�(𝑟(𝑡)), �̇⃗�(𝑡)⟩
ℝ3
𝑑𝑡

Γ

 

Ce je 𝐹 = (𝑋, 𝑌, 𝑍) in 𝑟 = (𝑥, 𝑦, 𝑧), tedaj je: ⟨�⃗�, �̇⃗�⟩ = 𝑋 ∙ �̇� + 𝑌 ∙ �̇� + 𝑍 ∙ �̇� 

Zato lahko pisemo ⟨�⃗�, �̇⃗�⟩𝑑𝑡 = 𝑋𝑑𝑥 + 𝑌𝑑𝑦 + 𝑍𝑑𝑧 oz. 

∫�⃗�𝑑𝑟
Γ

= ∫(𝑋𝑑𝑥 + 𝑌𝑑𝑦 + 𝑍𝑑𝑧)
Γ

 

Ce v definiciji ∫ ⟨�⃗�(𝑟), �̇⃗�⟩Γ
 nadomestimo 𝑟 z drugo parametrizacijo �⃗⃗� iste krivulje je nov izraz enak 

staremu, če �⃗⃗� ohrani orientacijo Γ oz. nasprotno enak, če jo spremeni. 

Potencialno polje 

Polje �⃗�: Ω → ℝ3 je potencialno, če ∃ funkcija 𝑢:Ω → ℝ, za katero je �⃗� = ∇𝑢 = 𝑔𝑟𝑎𝑑 𝑢. Funkciji 𝑢 

pravimo potencial polja �⃗�. Torej za funkcijo �⃗� = (𝑋, 𝑌, 𝑍) velja: 

𝑢𝑥 = 𝑋   𝑢𝑦 = 𝑌   𝑢𝑧 = 𝑍 

Naj bo Γ regularna krivulja med tockama 𝐴, 𝐵 ∈ ℝ3 in �⃗� = 𝑔𝑟𝑎𝑑 𝑢  potencialno vektorsko polje. Tedaj 

je: 

∫�⃗�𝑑𝑟
Γ

= 𝑢(𝐵) − 𝑢(𝐴) 

Torej: Integral po potencialnem je neodvisen od poti le od začetka in konca. 
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Dokaz 

Imamo 𝑟: [𝛼, 𝛽] → Γ, 𝑟(𝛼) = 𝐴, 𝑟(𝛽) = 𝐵 

∫∇𝑢𝑑𝑟
Γ

= ∫⟨∇𝑢 ∘ 𝑟, �̇⃗�⟩
Γ

= ∫ ⟨(∇𝑢)(𝑟(𝑡)), �̇⃗�⟩𝑑𝑡
𝛽

𝛼

= ∫
𝑑

𝑑𝑡
(𝑢 ∘ 𝑟)(𝑡)

𝛽

𝛼

𝑑𝑡 = (𝑢 ∘ 𝑟)(𝛽) − (𝑢 ∘ 𝑟)(𝛼)

= 𝑢(𝐵) − 𝑢(𝐴) 

Naj bo Ω ∈ ℝ3 povezana odprta množica in �⃗�: Ω → ℝ3 zvezno vektorsko polje. Naslednje trditve so 

ekvivalentne: 

1. Polje �⃗� je potencialno 

2. Integral �⃗� po vsaki sklenjeni krivulji je enak 0 

3. Za poljubni točki 𝐴, 𝐵 ∈ Ω je integral �⃗� od A do B neodvisen od izbire poti med dvema točkama. 

Dokaz 

1) ⇒ 2)  

∮�⃗�𝑑𝑟 = 𝑢(𝐴) − 𝑢(𝐴) = 0
Γ

 

2) ⇒ 3)  

Γ = Γ1 ∪ (−Γ2)  ⇒ ∫�⃗�𝑑𝑟
Γ

= 0 

Hkrati pa je: 

∫�⃗�𝑑𝑟
Γ

= ∫ �⃗�𝑑𝑟
Γ1∪(−Γ2)

= ∫ �⃗�𝑑𝑟
Γ1

+∫ �⃗�𝑑𝑟
−Γ2

= ∫ �⃗�𝑑𝑟
Γ1

+∫ �⃗�𝑑𝑟
Γ2

= 0 

3) ⇒ 1)  

Fiksiramo 𝐴 ∈ Ω. Ce naj velja 1. je po trditvi �⃗� = ∇𝑢 ⇒ �⃗� = ∇(𝑢 + 𝑐): 

𝑢(𝐵) = 𝑢(𝐴) + ∫�⃗�𝑑𝑟
Γ

 

Za 𝐴, 𝐵, Γ kot zgoraj. To motivira naslednjo definicijo 𝑢: 

Za poljuben 𝑇 ∈ Ω definiramo: 

𝑢(𝑇) = ∫�⃗�𝑑𝑟
Γ

 

kjer je Γ neka pot od 𝐴 do 𝑇. Moramo videti ∇𝑢 = �⃗� 

Pišimo 𝐹 = (𝐹1, 𝐹2, 𝐹3). Dovolj je videti 𝑢𝑥 = 𝐹1. Pogoj pomeni: 

lim
ℎ→0

𝑢(𝑥 + ℎ, 𝑦, 𝑧) − 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧)

ℎ
= 𝐹1(𝑥, 𝑦, 𝑧)       ∀(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ Ω 

Vzamemo 𝑇 = (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ Ω in ℎ ∈ ℝ majhen. Tedaj za 𝑒1 = (1,0,0) velja: 

𝑢(𝑇 + ℎ𝑒1) − 𝑢(𝑇) = (∫ �⃗�𝑑𝑟
Γ𝑇+ℎ𝑒1

−∫ �⃗�𝑑𝑟
Γ𝑇 

) = ∫�⃗�𝑑𝑟
𝐼

 

Sledi: 
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𝑢(𝑇 + ℎ𝑒1) − 𝑢(𝑇)

ℎ
=
1

ℎ
∫ ⟨�⃗�(𝑥 + 𝑡, 𝑦, 𝑧), (1,0,0)⟩𝑑𝑡
ℎ

0

=
1

ℎ
∫ 𝐹1(𝑥 + 𝑡, 𝑦, 𝑧)
ℎ

0

𝑑𝑡 

To je pa ravno povprečna vrednost: 

⟨𝐹1(𝑥 +∙, 𝑦, 𝑧)⟩[0,ℎ] → 𝐹1(𝑥, 𝑦, 𝑧) 

Zaradi zveznosti 𝐹1. 

Razlaga zadnjega koraka: 

⟨𝜙⟩[0,ℎ] − 𝜙(0) =
1

ℎ
∫ 𝜙(𝑡)𝑑𝑡
ℎ

0

− 𝜙(0) = ∫
𝜙(𝑡) − 𝜙(0)

ℎ
𝑑𝑡

ℎ

0

 

Uvedemo novo spremenljivko 𝑠 =
𝑡

ℎ
 

= ∫ [𝜙(ℎ𝑠) − 𝜙(0)]𝑑𝑠 
1

0

≤ max
𝜏∈[0,ℎ]

|𝜙(𝜏) − 𝜙(0)|
ℎ→0
→  0 

 


