Diferencialne enacbe v kompleksnem
Resevanje linearne diferencialne enacbe 2. reda s potenénimi vrstami
Dana je diferencialna enacba:

y'tpy' taqy=0 (%)

kjer sta p, g ustrezni funkciji. Ce sta p, g konstantni, potem resimo karakteristi¢ni polinom in napisemo
splosno resitev. Ce p, g nista konstanti imamo teZave z dolocitvijo katerekoli reSitve. Ce bi poznali eno
resitev, potem drugo neodvisno, lahko dobimo s pomocjo Liouvilleove formule oz. determinanto
Wroniskega. Vsekakor je prostor resitev, Ce sta p, g zvezni, dvorazsezZen.

Enacbo (*) reSujemo s pomocjo razvoja v vrsto. Namesto realne spremenljivke opazujemo kompleksno
spremenljivko. Naj bosta p, g holomorfni funkciji na neki okolici tocke 0:

p(z) = Z ez q2) = Z akz"; pr,qx € CVk €Ny
k=0

k=0

Recimo, da ima enacba (*) resitev, katero razvijemo v potencno vrsto:
oo
y = Z Crz"
k=0

kjer so ¢, € C neznani koeficienti Yk € Ng. To vrsto lahko odvajamo in dobimo:

y' = Z kcpzkt = Z(] + 1)cj+1zj; G=k—-1)
k=1 j=0

Y= k= Dzt = Y (G + DG+ 222 (= k=2)
k=2 j=0

Te vrste sedaj lahko vstavimo v enacbo (*):

[ee)

Z(k +2)(k + Dcpypz" + z p;izt z(/ + 1)Cj+1Zj + z q;z" Z cjzj
k=0 i=0 j=0 i=0

j=0

0

Te vrste lahko preuredimo oz. zmnozZimo in seStejemo, ker ¢e dve posamicni vrsti konvergirata
absolutno potem je njun produkt neodvisen od vrstnega reda seStevanja. Dodatno ¢e imajo y,p, q
konvergencni radijr > 0, ga imajo tudiy,y’,y",p, q. Dobimo:

oo k
| e+ D0+ Dea + D (G + Deapis + aicjey) |74 =0
=0

k=0



Ker ta vrsta konvergira na D(0,7) so vsi koeficienti pri z* ni¢elni:

k
(k + 2)(k + 1)cppy + Z (G + Dejurpies + aise) = 0; vk €N,
k=0

Izrazimo Vk € Ny:

B ?:o ((i + 1¢jp1Pr-j + Qk—jcj)
Cletz = k+2)(k+ 1D

Ta formula nam pove, da ¢e poznamo koeficiente ¢y, ... ¢y 41 potem lahko dolo¢imo ¢y, . To pomeni v
praksi, da izberemo ¢, in ¢; in potem dobimo vse ostale koeficiente.

lzrek
Ce sta p in g holomorfni funkciji na krogu D (&, R), potem za poljubni kompleksni setevili ¢, in c; obstaja
natanko ena resitev y diferencialne enacbe:
y'+py' +qy=0
ki je holomorfna na krogu D(a, R) in zado$¢a pogojema y(a) = ¢y iny'(a) = c;.
Regularna in pravilna singularna tocka
Tocka a je regularna tocka diferencialne enacbe:
y'+py' +qy=0

Ce sta p in g holomorfni na neki okolici to¢ke a. Ce a ni regularna je singularna. Tocka je pravilna
singularna tocka enacbe, e sta p in g holomorfni funkciji na kaki punktirani okolici tocke a (torej
holomorfni na okolici & razen morda v ), v @ ima p pol reda najvec 1, q pa pol reda najvec 2.

[Primeri v zvezku za Legendrvo, Besslovo in Gaussovo Hipergeometrijsko]

Karakteristicni eksponent
Resimo enacbo y'' + py’ + qy = 0 v okolici pravilne singularne to¢ke a. Brez $kode za splo$nost lahko
privzamemo a = 0. Zato sta funkciji z = zp(z) in z = z2q(z) holomorfniva = 0.

z-p(z) = Z prz*  z%q(2) = z qrz*
k=0 k=0

Naj konvergirata na D (0, R). Resitev diferencialne enacbe is¢emo v obliki:

oo [ee]
y =zH Z cpzk = Z Crzhtk

k=0 k=0

Pripravimo nastavke odvodov:

y' = Z(H + k)cpzhtht y = Z(/x + k)(u + k — 1D)cpzhtk2
k=0 k=0



Prvotno enacbo mnoZimo z z? in vstavimo nastavke:

z?y" +2°p(2)y’ + 2%q(2)y = 0
D@tk = Det 4 gty (et ozt + ) gzt ) gzt =0
k=0 i=0 j=0 i=0 j=0
Poglejmo koeficient pred z#*¥, ki mora biti enak 0:
k
w+k)u+k—1c + Z ((M + j)cip—j + quk—j) =0
j=0
k-1
= [+ k) +k—1+po) +qolcr = Z (u+ pi-j + qk_j)cj; vk €N
j=0

Dobili smo rekurzivno zvezo za koeficiente c.Tako lahko zopet dolo¢imo ¢y = ¢; = ¢, = ---. Problem
je, da moramo doloditi se u. Tega dolo¢imo pri ¢lenu z*:

pu(u — 1)co + potico + qoco = 0 = co(u( — 1 +py) +q¢) =0

Cejeslutajnocy =0=>y =X, cz** potem »podtaknemo z k z#«, da bomo dobili nenicelni
koeficient. Na ta nacin €ez ¢as dosezemo ¢y # 0. Tako dobimo Dolo€ilno zvezo za koeficient u:

pu—14+po) +qo=u>+ulpo—1)+qy=0

Resitvi enacbe pa imenujemo karakteristicna eksponenta. Uredimo ju tako, da je :

Reu; = Rey,
Dobljeni polinom je 2. stopnje in ima nicli iy in y,. Oznacimo:

f) =puw—1+po)+q0=@—p)U—p)

Spomnimo se rekurzivne zveze (*). Na levi strani prepoznamo f(u + k):

k-1
> [(w+k—u)p+k—pr)le, = — z[(u + Dok + qr—jlci; Yk=123...
j=0
Vstavimo najprej v to zvezo p;:
k-1
k(k + py — pz)ep = —Z[(lh + pk-j + CIk—j]Cj
j=0

Ker je Repu; = Reu, je (k + py — uy) #+ 0, torej lahko delimo in dobimo:

Cp = — WZ[(IH + NPk + Q-



Vstavimo se py:
k-1

k(l,lz — U + k)Ck = _Z[(MZ +])pk—] + qk—j]cj
j=0

Zgodi se lahko, da je (u; — ;) € N. Ce je (u; — U,) = m € N, potem dobimo:

k-1
k(—m+k)c, = — Z[(Mz + NDbr—j + Qre—j] ¢
j=0
Ko je k = m je leva stran enaka 0. V tem primeru postavimo ¢, = ¢; = - = ¢;—1 = 0. Sedaj so enacbe

izpolnjene za vse do k = m. Izberemo c,,, # 0 in izracunamo po rekurzivni zvezi za u, nadaljnje
koeficiente ¢;41, Cm+2, --- -Ker smo preskocili nekaj potenc v razvoju za u = u,, ta postopek morda da
linearno odvisno resitev od resitve, ko naredimo postopek za p; .

Izrek
Ce je a pravilna singularna tocka enacbe:

y'+py' +qy=0

in sta funkciji z = (z — a)p(2) in z » (z — a)?q(z) holomorfni na D(a, R) potem obstaja vsaj ena
reSitev oblike:

[oe]

y=@-ak Y o - a)F

k=0

kjer vrsta konvergira na D(a, R). Ce je razlika u; — u, € N, kjer je Re u; = Re p,, potem drugo linearno
neodvisno resitev dobimo z nastavkom:

[oe]

y=@-ak Y o -k

k=0
kjer tudi ta vrsta konvergira na D(a, R).

Izrek

Naj bo 0 pravilna singularna to¢ka enacbe y'' + py’ + qy = 0. Naj bosta y; in p, karakteristi¢na
eksponenta, urejena tako, da je Re u; = Re u,. Naj bo (u; — ) € N. Naj enacba nima dveh linearno
neodvisnih resitev oblike kot v prejSnjem izreku. Potem je ena resitev oblike (kot prej):

[oe]

y, = z*1 Z cpz®

k=0
druga pa je oblike:
y2 =y1Inz +zH2f(2)

kjer je f holomorfna funkcija v okolici tocke 0 in velja f(0) # 0.



Besselova enacba in Besselove funkcije
Besselova diferencialna enacba je enacba oblike:

z2y" +zy' + (22 —v¥)y=0; (v=0)
! 2
Kerjey' + y? + (1 — Z—Z)y =0jep(z) =1/zinq(2) = 1 —v?/z?% in zato je 0 pravilna singularna
tocka Besselove enacbe.

z'p(z)=1=p, =1

z2-q(z) =z% —v? = qy = —Vv?

To vstavimo v dolocilno zvezo za karakteristicne eksponente:
pu—1+p)+qo=pu—-1+1)-v>=0
S —v:i=0>pu =v U =-v

Primeru =v
Ker je Re u; = Re p,, dobimo eno resitev z nastavkom:

y = Z ez oy = Z(k +V)gpzktvl Y = Z(k +v)(k +v — 1), zktV—2
=0 k=0 k=0

[oe] o)

= Z((k +V)(k+v—1)+ (k+v) —v?)czk + Z crzktvt2 =0
k=0 k=0

Poglejmo koeficient pri zK*V:
((k+Vk+v—1D+k+v)—v?)cx+cpp =0; Vk=23,..

__ Sz
k(k+2v)’

Cx = 2,3,

Poglejmo sedaj koeficient pri z1*V:

[(T+v)v+1+v—2%c;=0=2>1+2V)c;=0=>¢;,=0; (v=0)

Iz tega podatka izvemo, da so vsi lihi ¢; = ¢3 = ¢5 = --- = 0. Ostanejo le se sodi:
Co C2 Co
Cy = —————; C4=— =+
212+ 2v) 4(4 + 2v) 4(4 +2v)-2(2 +2v)
(=1)"co
=1 CZTl =

24-.:2n2+2v)(4+ 2v) ...(2n + 2v)

Za ¢, izberemo:

Co = Xk vi=T(v+1)

Kjer vzamemo gama funkcijo ¢e v & N. S tako izbiro zagotovimo J,,(0) = 1.



Tako dobimo predpis za sode koeficiente:

_ D"
T v T(v + 1 + 1)

in tako dobimo tudi predpis za Besselovo funkcijo reda v:

(00)

— (_1)” v+2n
Jo(2) = z 2ve2npIT(v +n + 1)Z '

n=0

To konvergira povsod na R. Razlog lezi v tem, da je zp(z) = 1in z2q(z) = z? — v?, ki sta holomorfni na
C. Zato po mnozenju in izreku dobimo resitev na C\{0}. V z = 0 pa vrsta konvergira.

Primer u = —v

1.Primerv & N

Cejev & N & 2v je liho Stevilo. V enacbi za k = 2v dobimo ¢,_, = 0. Ce postavimo ¢,;_; = 0 potem
je enacba izpolnjena za lihe indekse. Tako smo definirali c,,,_; = 0. Poglejmo se sode:

oo = =2
an 2n(2n — 2v)

Tako dobimo predpis za drugo resitev Besselove enacbe podobno kot za prvo resitev:
. VA 2n—v
0" (3)
Jo@) = ) e B

nTn—-v+1)

n=0

2.Primerv € N
Postavimo v = m. Ena od resitev je:

> (_1)n Z\2n+m
Jm(2) = Z nIT(n+m+1) (E)

n=0

Ce ponovimo postopek kot v 1. primeru, da bi dobili 2. reSitev dobimo linearno odvisno resitev:

i (_1)n Z\2n-m
]_m=Zn!F(n—m+1)(§) -

n=0

tu uvedemo k =n — min prepoznamo (—k!) =T(-k+1) = 0; k = 1,2,3 ...

~ > (=1)M+k g m2k ~ " > (=1 N "
B £ k1 (m + ) (E) =D kZOk! T(m+k+1) (E) = D m(2)

V tem primeru i$¢emo neodvisno resitev z nastavkom:

JmInz +z7"f(2)

kjer je f holomorfna funkija okoli izhodisc¢a in f(0) # 0.



Posledica
Za vsak m € N so edine resitve Besselove enacbe z?y"' + zy’ + (z2 — m?)y = 0, ki so omejene v kaki
okolici izhodis¢a oblike:

CJm
kjer je C = konst.

Dokaz [Posledice]
Splosna resitev je oblike:

Clm + d(JmInz + 27 f(2))

kjer je £(0) # 0 holomorfna okoli izhodisca. z~™ bo neomejen ko m — 0, zato morabitid = 0 za
omejene resitve.

Splosna resitev Besselove enacbe

6"

Funkciji /,, in J_,, sta reSitvi Besselove enacbe. Ker je prin = 0 clen od funkcije J_,, enak raw neomejen
okoli izhodisca, clen od J,, pa % omejen, sta J,, in J_, linearno neodvisni.
Zav ¢ N je sploSna resitev Besselove enacbe:
y=cJy tcJ oy
Lastnosti Besselovih funkcij
Trditev:
Velja:
d v v d -V -V
E(z ]v(Z)) =2z"],-1(2) E(z ]v(z)) =z""y4+1(2)
Dokaz
Dokaz za prvo in drugo je analogen
® (-1)" Z2n+2V
v —
2)(2) Z)n! T(v+n+ 1) 220+
n=
, had (_1)n(2n + 21/) ZZn+2v—1 had (_1)n ZZn+2v—1
= (ZV]V(Z)) = v Z 2n+(v-1) = Zv]V_l(Z) u
0n![‘(v+n+1) 2 On!F((V—1)+n—1)2” v
n= n=
Trditev
Velja:

B@+ 1@ = Joa@ S = ]2 = ~ya ()

2
Z @D =S @@ U@ =@ = @)



Dokaz
Zadnji dve formuli sledita iz prvih dveh (sestejemo/odstejemo). Za dokaz prve formule uporabimo zvezo
iz prejSnje trditve:

d
E(Zv]v) = Vzv_ljv + ZV]{/ = Zv]n—l | :z"

v
= ]é + E]v =Jv-1
Podobno drugo formula dokazemo z uporabo druge zveze iz prejSnje trditve m.

Opomba:
Jo=J]-1=—1

Trditev
Vse funkcije oblike Iy k € Z so elementarne in se jih izraCuna iz rekurzivne zveze:
2

2v
7]1/(2) = Jn-1(2) + Jy+1(2)
kjer sta:

J1/2(2) = {2/mzsinz J-1/2 =+/2/mzcosz

Generirajoca funkcija
Funkcija:

ez/2(t-t™)

se imenuje generirajoca funkcija Besselovih funkcij celega indeksa saj velja naslednje:

e2/2(t=t™) = Z Jm@t™ = Jo(2) + 2 Jm (@) (@™ + (=t)™™)
m=1

m=—oo

Dokaz

NGOk
_ z z z . -z
e?/2(t-t 1)=e7t-e_2_t=2—.t1-z ; t#0
Poglejmo koeficient pri t™ (spet uporabimo absolutno konvergenco, da zmnozimo clenoma):

k Zitk _ d (_1)k22k+m _
Z =1 jlkt 20k & (k + m)! k! 22k+m =Jm(®)

j—k=m

Druga formula pa sledi iz dejstva J_,,,(z) = (—1)"/,,(z) zam € N m.
Pri fiksnem z, ta zgornji razvoj za generirajoco funkcijo konvergira enakomerno po kompaktih, ki ne
vsebujejot = 0.



Vsota spremenljivk v Besselovi funkciji
Zaz,w € CinV¥m € N velja:

InG+W) = > Jn (D)

k=—o0

> Iz +wyem = 7 ) 2 g5t T o D @Y etk =

m=-—oo j=—o00 k=—0o0

tuuvedemoj=m—kdajej+k=m:

= i <§: ]m—k(Z)]k(W)> tm

k=—o0

Primerjamo koeficiente in dobimo:

InG+W) = > Jn (D) m

k=—o0

Opomba

m=0-Joz+w)= D J @) = Jo@o) =2 ) (=1 (w)
k=1

k=—0o0

Posledica
1= Jo(@? +2 ) Ji()?
k=1
Dokaz [Posledice]

W= =25 Jo() = Jo@o(=2) +2 ) (~DMe(2i(2) =
k=1

Upostevamo Jo,(—z) = Jo(2) ker je v soda in [, (—z) = (—1)*J,(2) kjer je J; soda ko je k sod in ], liha
ko je k lih.

= Jo@? +2 ) Ju(2)?
k=1

Posledica:

Jo@ <1 k(@] s% vk=12,..



Integralski zapis Besselove funkcije
Zam € Ninx € Rvelja:

1 (" ]
Jm(x) = ;L cos(m¢ — x sin¢) d¢
[Dokaz v zvezku]

Alternativha moznost: Neumannova oz. Webrova funkcija
Zavsak v € RT\N je Neumannova oz. Webrova funkcija definirana kot:

_ @) cosvm) — ]y (2)

sin(vm)

Y, (2)

Y resi Besselovo diferencialno enacbo pri v, saj jo resita J,, in J_,,. Ker sta J,, in J_,, neodvisni reSitvi, sta
tudi Y, in Y_,, neodvisni.

Zav = m € N definiramo:
Y(z) = lim Y, (2)
vom
Kerje J_,, = (=1)™Jn, je L'H:
9y 0y

3 (z) cos(vr) — nJ,(z) sin(vm) — 5 (2)
m cos(vrr)

b(e) = Jim ¥,(2) = Jim

1 (a, a_,
:n4@=;3g(éﬂ@—w—nmgv@ﬂ

Oz.
1(o), 0y
x4@=;<5«n—em 37@0|wm
Trditev

Funkcija Y;, resi Besselovo diferencialno enacbo z%y" + zy’ + (z? —m?)y =0

Dokaz
Funkciji J,, in J_, resita Besselovo enac¢bo v € N. Odvajajmo Besselovo enacbo parcialno po v:

oy roy\ dy
2 (9 ol 2 _ .2 (%Y _
z ((’)v) +(6v> +( v )(av) 2vy

Sedaj vstavimo obe resitvi:
N oL\ aJ
2 (v v 2 _ 2y (22
z (61/) +(6v> -y )(0v> 2]y
]

() + () e () =2




Prvo ena¢bo mnozimo z 1/m drugo pa z (—1)™ 1/m, naredimo limito v = m in dobimo:
2y ’ 2 2 zm m
zYm +z¥p + (22 —m )sz?(]m—(—l) J-m) =0 m

Izkaze se, da sta Y, in J,,; neodvisni (tisto z Wronskianom).

Opomba
Veljata rekurzivni zvezi:

2
25(2) = Y@ Yy (@) K@) =¥y s () Vs ()

Legendrovi polinomi
Izhajajo iz Legendrove diferencialne enacbe:

(z2-1y" +2zy'—viv+ 1)y =0
ki jo reSimo s pomocjo razvoja v potencno vrsto. Lahko jo prepisemo v obliko:
2z viv+1)

" I
Y +Zz—1y z2—1

y=0

Tako sta funkciji:

viv+1)
z2 -1

p(2) = q(z) = -

z2—1

in vidimo da ima enacba pravilni singularnosti v z = £1. Ostale tocke pa so regularne. Ena¢bo reSimo
okoli izhodisc¢a z = 0. Ker sta p, g holomorfni na D(0,1) lahko uporabimo nastavek z vrsto. Dobimo:

(z2-1) Z(k — Dkcpz¥2 + ZZZ kepz¥t —v(v+1) Z cz¥ =0
k=0 k=0 k=0

Pogledamo koeficient pri z¥:

(k — Dkcy — (k+ 1)(k + 2)cpyp + 2kc, —v(v+ 1), =0
(k=v)(k+v+1)

T T T+ D)k
_vv+ 1) _2=-v2+v+1) (v +2)(v+ 1D +3)
Q=TT T A= 4-3 2= 4-3-2-1 “

Tako dobimo predpis za ¢, in €341 (POdobno):

(v +2) . (v+2n-2)(v+ DV +3)..(v+2n—1)
“n = 2n)!
v-DWv-3).v=-2n+1DHv+2)v+4)..(v+2n)
(2n + 1)!

Co

Contr = (=" 1



Resitvi Legendrove enacbe
Najprej izberemocy = 1linc; = 0:

Z ey 22" v(vz-ll- 1) 24 v(v — 2)(1/4-:- (v +3) L4

Potem izberemocy =0inc; = 1:

Y, = Z ey 2?™ = 7 — v-— 1;?/ +2) e v-1D- 3)5('1/ +2)(v+ 4)

n=0
To sta dve resitvi Legendrove diferencialne enacbe. y; je soda y, pa je liha zato sta zagotovo linearno

neodvisni.

Legendrov polinom
o v =2m € N (sodo Stevilo) = c,,, = 0 Vn > m. Torej je y; sodi polinom stopnje 2m
e v=2m+1 €N (liho stevilo) = Torej je y, lihi polinom stopnje 2m + 1.

V vsakem primeru je ena od resitev polinom, kadar je v € N. Ce je v = n € N ta polinom oznacimo z P,.
Ta pomnozimo s primerno konstantno, da je:
(2n)!
= an2gn

2
(Zn - Zk)! n—
P, (2) = kzzo(_l)k 2kl (n —k)!'(n — Zk)!z “

Tako smo dobili predpis za Legendrov polinom stopnje n.

Rodriguesova formula
Upostevamo, da so n-ti odvodi od (z2)™ ¥ enaki 0, ¢e je k > E] indaVj < k:% =(G+1DG+2)—k

2] 2]

G E Y m AL G R G D (e = -1
n i 2"k (n — k)!dz" 2'nldz" £ -~ 2nnldzn
Tako smo dobili Rodriguesovo formulo:
P.(2) = —(( Z—-1M

2'nldz"

Generirajoca funkcija
Za dovolj majhne |t] je :

1 i
=Y @t
Vi—2zt+¢2 &7

n=0

Funkcija spremenljivke t na levi strani se imenuje Generirajoca funkcija za Legendrove polinome.




Lastnosti Legendrovih polinomov

Posledica
Velja:
(n+ 1)Ppi1(2) = 2n+ 1)z Py (2) — nPy—41(2)
Dokaz [Posledice]
Odvajamo generirajoco funkcijo po t:

(o] oo

1 z—t 1
=) Rt - S= Y R
1-2zt+¢ n=0 (1—-2zt+t?)2 n=o

Levo enakost mnoZimo z (z — t), desno pa z (1 — 2zt + t2). Rekurzivno zvezo dobimo tako, da
primerjamo koeficiente pri t™.

Trditev
P,(1)=1 P =(CD"

Dokaz
Uporabimo Rodriguesovo formulo:

n 1 dTL
Pu() = i (2 = DM = e (G = DM+ DY)
1 n
=22 (1) (@ = DB+ e
k=0
P =5 () @+ D" o =1 (k=0)

Podobno pokazemo drugo zvezo.

Ortogonalnost Legendrovih polinomov
Izrek pravi, da so polinomi pravokotni, e m # n:

1
| Pue) PuA = 3

V primeru m = n dobimo:

Pnll* =
1Bnll® =53

pri cemer je skalarni produkt definiran z:

1
(f,g) = f FgGdx

na Hilbertovem prostoru L?(—1,1), kar je napolnitev prostora zveznih funkcij C[—1,1] glede na zgornji
skalarni produkt.



Pomembnost Legendrovih polinomov
Po Weierstrassovem izreku so polinomi gosti v C[—1,1] v supremum normi. To pomeni, da za vsako f €
C[—1,1] obstaja zaporedje polinomov (g, )nen, ki konvergira proti f glede na || * || 0Z. doo:

1 1
f|ﬂw—gunwx<ﬁf|v—qmé
-1 -1

= If = qullz <ellf = qnllo V2

= q, = f tudiv L?2(—1,1). Ker je stopnja od P, enaka n, je vsak polinom linearna kombinacija
Legendrovih polinomov, kar pomeni, da je linearna ogrinjaca od (P,)nen gostav C[—1,1] oz. L?(—1,1).

Zaradi pravokotnosti tvorijo Ortonormirano bazo L?(—1,1). To pomeni, da se vsak f € L?>(—1,1) lahko

zapise kot:
f= Z anPy
n=0

kjer je konvergenca misljena v prostoru L?(—1,1), torej glede na || - ||,. Koeficienti so:

(f, Bn) = am (B, P} = O 5=

2m+1 2m+1 (1

=t = T B = T [ fG0RGOax
-1

Pridruzene Legendrove Funkcije
Naj bo P, n-ti Legendrov polinom. Definirajmo pridruZzeno Legendrovo funkcijo P3':

m

d
PM(z)=(1- Zz)m/2 dZ—mPn(Z); m=0,12,..,m

Da se dokazati (preko zvitega rac¢una), da B, resi diferencialno enacbo:

mZ

1—2z2

(1 -2z2)y") - y=-n(n+1)y } Ty =y

Resitve nove enacbe P so lastne funkcije nekega diferencialnega operatorja.

e m=0:P%=P, > m=0so0vsi (P),ey pPravokotni
e m>0:B"(1) =B"(—1) =0 (lepi oz. ustrezni robni pogoji)

Pridanemumzan = m,m+ 1, ... so B"* lastne funkcije, ki pripadajo razli¢nim lastnim vrednostim. Po
splosni teoriji bo veljalo, da so (P™),>m Paroma pravokotni.

Ortogonalna baza Hilbertovega prostora L?(—1,1)

Pri vsakem fiksnem m € N, je (P™)%.,, ortogonalna baza Hilbertovega prostora L?(—1,1) in velja:
2 (nm+m)!

2n+1(n—m)!

IR I3 =



Hermitovi polinomi
ReSujemo diferencialno enacbo:
y'—2zy'+2vy=0

z nastavkom tako kot prej = (k + 2)(k + 1)ci4, = 2(k — v)cy. Tako dobimo dve resitvi:

R )
=1-grzt+—3
2v—1 22v=1D(w -3
V2 =2~ (3' )z3+ ( 5?( )ZS_...

2v 22v(v-2) ,
—Z —_— e

Cejen € Ny, je ena od y4, y, polinom stopnje n. Ta polinom popravimo tako, da ima vodilni koeficient
(tisti pri z™) enak z™. Oznacdimo ga z H,, in ga imenujemo n-ti Hermitov polinom:

n

d
H,(2) = (—1)nezzﬁe—z

2

Generirajoca funkcija

—t2 . ..y ..
22t-t" je generirajo¢a funkcija za H,,:

[ee]
e2zt—t? — Z HHEZ) i
n=0

n

Funkcija e

Rekurzivne zveze
Veljajo:

Hy(z) = 2zHy_1(2) — Hp_1(z2) Hp(2) = 2nHy,_1(2)
Hy(z) = 2zH,_1(2) — 2(n — 1)H,_,(2)



