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1 Uvod

Fourierova transformacija je matemati¢na transformacija, ki ¢asovno ali pro-
storsko odvisno funkcijo ”pretvori”v funkcijo, ki je odvisna od neke frekvence.
Dober primer je Fourierova transformacija akorda sestavljenega iz ve¢ tonov,
ki nam vrne frekvence in amplitude oz. glasnosti sestavnih tonov. Fourierovo
transformacijo definiramo preko kompleksnega integrala:

f(V) = /_00 f(t) exp(2mivt) de .

Funkcijo lahko iz frekvencnega prostora oz. Fourierove slike pretvorimo nazaj
v ¢asovno domeno preko inverzne Fourierove transformacije, ki je podana z
integralom:

f(t) = [ h F(v) exp(—2mivt) dv

Funkcijo f(t) obi¢ajno predstavimo s tabelico diskretnih vrednosti:
fe=f({ty), t=kA, k=0,1,2,....N—1,

kjer je N §tevilo vzorcev in A ¢asovni razmak med dvema sosednjima vzorcema.
Tako smo naso funkcijo vzoréili z vzoréno frekvenco v = 1/A. Obstaja naravna
meja frekvencénega spektra, ki ga lahko dobimo. To je Nyquistova frekvenca,
v, = 1/(2A). Ce ima funkcija frekvencéni spekter omejen na interval [—v,, v.],
potem z vzorcenjem nismo izgubili nobene informacije. Kadar pa imamo spekter
tudi izen tega spektra pride do potujitve (ang. aliasing), kjer se zunanji del
spektra preslika nazaj v ta interval.

Pri numeri¢nemu izracunu teh integralov se moramo seveda omejiti na neke
koncne vsote. Diskretno Fourierovo transformacijo v numeriki vpeljemo kot
vsoto:

N-1

fn = Z frexp(—2mikn/N), n=—

k=0

NI
N4

in kjer velja zveza:

Zaradi potujitve je hatf_, = fN_n lahko pustimo indeks n v prejsnji vsoti, da
tece tudi od 0 do N.
Inverzno Fourierovo transformacijo vpeljemo podobno kot:

| N
fe= N nzzo frnexp(2mikn/N) .

Tu moramo posebaj paziti na utez 1/N, da dobimo pravilno transformacijo.
Koli¢ine f in f so v sploSnem kompleksne, simetrija v enih povzroci tudi sime-
trijo v drugih. Posebej zanimivi so trije primeri:

ce je hj realna tedaj je Hy_,=H}
hj, realna in soda H,, realna in soda
hi realna in liha H,, imaginarna in liha



Celotna mo¢ nekega signala je po Parsevalovi enacbi neodvisna od reprezen-
tacije.

N-1 1 N—-1 R
DUl =5 D 1l (1)
k=0 n=0

Za realne signale sta prispevka f, enaka za +v. Zato, ¢e nas zanima koliko
moci je vsebovane v frekvenéni komponenti med v in v + dv, lahko definiramo
enostransko spektralno gostoto moéi kot:

Py = |fal? + | fn—nl?.

Lahko pa gledamo dvostransko, kjer se zavedamo, da imamo pravzaprav le pre-
zrcaljeno sliko in nam negativne frekvence ne prinesejo nobene relevantne infor-
macije.

2 Naloga

Naloga od nas zahteva, da izra¢unamo Fourierovo transformacijo Gaussove po-
razdelitve in nekaj preprostih vzorcev. Opazujemo in primerjamo transforma-
cije, ko je vzorec periodicen in ko ni periodilen na intervalu. Zeli, da opazujemo
pojav potujitve na vzorcu, ki vsebuje frekvence nad Nyquistovo frekvenco. Pre-
verimo Se delovanje in natan¢nost obratne transformacije in ¢asovno odvisnost
racunanja diskretne Fourierove transformacije v odvisnosti od Stevila vzorcenj.
V konénem delu naloga zahteva, da analiziramo 2.3s dolge zapise Bachove par-
tite za violino solo, ki so bile vzorcene pri razlicnih frekvencah vzorcenja, in
ugotovimo, kaj se dogaja pri znizevanju le te.



3 Opis resevanja

Kot je navada, sem se problema lotil v Pythonu, kjer sem si spet veliko po-
magal z knjiznicami NumPy, SciPy in matplotlib. Poskusil sem spisati osnovni
funkciji za diskretno Fourierovo in inverzno diskretno Fourierovo transformacijo.
Napisane funkcije so prakti¢no identi¢ne kot dft_slow(x) iz zgleda na spletni
uCilnici. Napisal sem tudi funkciji, ki ustrezno za neka N in A pripravita ¢asovni
in frekvenéni interval.

Prvo sem se zelel prepricati, da moj predpis za transformacijo deluje, zato sem
preveril natan¢nost proti vgrajeni np.fft.fft(x) za nek preprost signal, defi-

niran kot:
) . [ 2mt n 2t
= S _— COS | — .
y A 100 50

Izkaze se, da je napisana funkcija proti NumPyjevi rutini, zelo primerljiva. Raz-
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Slika 1: Signal s(t) vzorcen pri n = 200 in A =T = 1000.

like se poznajo Sele pri 10712, kar je za nase potrebe zagotovo dovolj natancéno.



|dft{s(t)) — np. fft. fit(s())]

Slika 2:
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Slika 3: Primerjava z vgrajeno Numpy funkcijo




Zdaj imam zaupanje v svojo funkcijo in jo lahko mirno uporabljam (veé o tem
kasneje, ker ima vseeno tezave z hitrostjo racunanja). Pogledal sem si, kaj se
zgodi, ¢e vzorc¢im funkcijo, ki je sestavljena iz kotnih funkcij, kjer frekvence niso
celostevilski veckratniki. Vzorcen signal je:

) . 2rt n 2nt

=sin | — cos | — | .

° 100 34

Opazimo, da je prislo do razsiritve ¢rt in nekaj ¢udnosti v obeh komponentah

FT sin (Z%) + cos (1)

Realni del
20 A
10
o
_10 1
P .
Imaginarni del

100
0 m

-100 A : ‘ :

Kompleksni kvadrat
10000
5000 -
0 4

—0.0004  —-0.0002 0.0000 0.0002 0.0004
v

Slika 4: Fourierova transformacija dft(s(t)) vzorcenje n = 200 in 7' = 1000

transformacije.

7 inverzno Fourierovo transformacijo lahko tudi rekonstruiramo signal iz fre-
kvenénega spektra. Rekonstrukcijo sem poskusil za nekaj razliénih signalov. Za
vse sem tudi pogledal ujemanje z prvotnim signalom. Ujemanje je okoli meje
napake, ki jo ima moja koda za transformacijo. Torej lahko iz spektra brez
izgub rekonstruiramo signal. Signali:

s1(t) = sin 2t + cos 2t
BT 100 50 )

(t) = si ﬁ + cos 727”5
528 = S 100 345607895 ) °

sg(t) = e /Vsint.



Rekonstrukcija signala z inverzno Fourierovo transformacijo
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Slika 5: Rekonstrukcija z inverzno FT dft(s;(t)) vzoréenje n = 200 in T' = 1000
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Slika 6: Absolutna razlika med originalnim signalom s (¢) in rekonstruiranim



Rekonstrukcija signala z inverzno Fourierovo transformacijo
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Slika 7: Rekonstrukcija z inverzno FT dft(s2(t)) vzoréenje n = 200 in T' = 1000
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Slika 8: Rekonstrukcija z inverzno FT dft(ss(t)) vzorcenje n = 200 in 7" = 1000



Po Nyquist-Shannonovem teoremu [I], ki pravi, da mora biti periodi¢en signal
vzoréen z frekvenco vzorcenja, ki ima vsaj dvakrat vecjo frekvenco kot najvecja
komponente frekvence vzorcenega signala, rekonstrukcija signala, ki ima fre-
kven¢ne komponente nad Nyquistovo frekvenco ni ve¢ mozna, ker pride do po-
tujevanja. To sem preveril za signal:

s4(t) = sin 2t + cos 2mt
we 100 0.08 )

ki je bil vzoréen pri n = 2000 in 7" = 1000, kar nam da v, = 0.0005. Rekon-
strukcija signala ne uspe.

Rekonstrukcija signala z inverzno Fourierovo transformacijo
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Slika 9: Rekonstrukcija dft(s4(t)) s komponento nad v. vzorc¢enje n = 2000 in
T = 1000

Zdelo se mi je tudi zanimivo napraviti animacijo, ko komponenta signala precka
V¢, kar bom prilozil ob temu poro¢ilu. Nokoliko mi je sicer matplotlib povzrocal
tezave, ker tako kot je koda za transformacijo zastavljena, najprej nariSemo po-
zitivne frekvence in nato Sele negativne, kar pomeni da dobimo kdaj ¢ez graf
kaksno ¢udno ¢rto. V splosnem se mi je dalo temu izogniti, predvsem z upoabo
raznih permutacij dobljenih arrayov. Pri animaciji pa kljub trudu nisem uspel
odpraviti tega problema.



Za drugi del naloge pa sem z uporabo scipy.io knjiznice spisal funkcijo za Fou-
rierovo analizo .wav zvokovnih datotek. Za format sem se odlo¢il, ker je bil moj
originalni namen obdelati nekaj podatkov opazovanj pulzarjev, ki so podani v
.wav. Izkazalo se je, da so podatki bistveno preve¢ zaSumljeni in bolj primerni
za obdelavo pri naslednji nalogi.

Zdelo se mi je smiselno preveriti uporabo funkcije kakem poskusnem signalu,
da se lahko prepricam v pravilno delovanje. V programu Audacity sem ustvaril
mesanico sinusoidnih tonov pri razlicnih frekvencah in amplitudah. Vzoréil sem
s frekvenco 44.1 kHz. Funkcija o¢itno dobro deluje. Lahko prepoznamo in
razberemo osnovne frekvence tonov.

lel5 FT poskusnega signala
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Slika 10: Testni signal iz sinusoidnih tonov 40, 550, 700, 1200 in 3000 Hz
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4 Rezultati

4.1 Fouriereva transformacija Gaussove porazdelitve

Naloga je od nas zahtevala, da naredimo Fourierovo transformacijo Gaussove
porazdelitve. Zaplet pride, ker transformacija sklepa, da imamo periodicen si-
gnal, kar pa Gaussova porazdelitev ni. Z ustreznim zrcaljenjem lahko Gaussovo
porazdelitev spravimo v ”periodi¢no” obliko.

Periodicna Gaussova porazdelitevzu=0ino0=0.5
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Slika 11: Gaussova porazdelitev centrirana na izhodis¢e in z prezrcaljenim ne-
gativnim delom

Fourierovo transformacijo pa lahko popravimo tudi eksplicitno tako, da trans-
formiranko mnozimo z modulacijo exp % Rezultat bo enak, kot ¢e ustrezno
prestavimo interval vzoréenja.
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Fourierova transformacija Gaussove porazdelitve
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Slika 12: Fourierova transformacija Gaussove porazdelitve in njena popravljena
oblika

4.2 Bachova partita za violino solo

Dobili smo kratke posnetke pri razlicnih frekvencah vzorcéenja. Te so 882 Hz,
1378 Hz, 2756 Hz, 5512 Hz, 11025 Hz in 44100 Hz. Po prej omenjenem Nyquisto-
vem teoremu vemo, da nam frekvenca vzorcenja dolota mejo najvisje frekvence,
ki jo bomo lahko Se reproduicirali brez potujevanja. SliSimo lahko od okoli 20
Hz do 20 kHz. Zato je CD kvaliteta zvoka definirana kot vzorcenje pri 44.1 kHz.
Tako imamo zagotovo vsaj dvakrat vecjo frekvenco vzorcenja kot najvisje fre-
kvence, ki jih lahko sli§imo. V praksi zaradi kon¢nega ¢asa vzorcenja mora biti
ta frekvenca celo malo ve¢ kot dvakrat najvisja frekvenca vzorcenega signala.
Tu sem uporabil np.fft.fft() hitro Fourierovo transformacijo vsaj je lahko
za 2 s dolg posnetek tudi ¢ez 80000 vzorcev, kar pa navadno transformacijo
dolgo vzame. Z hitrim poslusanjem posnetkov lahko to potrdimo. Nizja kot je
frekvenca vzorcenja, manj jasen in Cist je zvok. Zgubimo informacije o visjih
frekvencah. Te se preslikajo znotraj intervala Nyquistove frekvence, kar nam
povzroé¢i zaduSenost in slabo kvaliteto. To vse lahko tudi zelo dobro vidimo v
frekvenénem spektru. Zgleda kot da bi spekter filtrirali z low pass filtrom.

12



Spekter datoteke Bach.44100.wav
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Slika 13: Spekter posnetka v logaritmi¢ni skali vzorcen pri v = 44100 Hz

Spekter datoteke Bach.11025.wav
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Slika 14: Spekter posnetka v logaritmi¢ni skali vzoréen pri v = 11025 Hz
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Spekter datoteke Bach.5512.wav
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Slika 15: Spekter posnetka v logaritmi¢ni skali vzoréen pri v = 5525 Hz

Spekter datoteke Bach.2756.wav
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Slika 16: Spekter posnetka v logaritmi¢ni skali vzorcen pri v = 2756 Hz



Spekter datoteke Bach.1378.wav
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Slika 17: Spekter posnetka v logaritmi¢ni skali vzoréen pri v = 1378 Hz

Spekter datoteke Bach.882.wav
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Slika 18: Spekter posnetka v logaritmi¢ni skali vzorcen pri v = 882 Hz



4.3 Cas racunanja DFT v odvisnosti od stevila vzorcev

Ker sem sprva tako dolgo ¢akal na dft (x) pri obdelavi posnetkov (preden sem
obupal in zamenjal na bliskovito hitri FFT), se mi je zdelo smiselno pogledati,
kaksna je povezava med Casom raCunanja in Stevilom vzorcem. Izkaze se, da
velja t o< n2. Do tega sem prisel preko merjenja éasov in ustreznega prileganja
ralicnih polinomov.

Odvisnost Casa racunanja DFT od Stevila vzorcev

—— Quadratic fit
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3.0 A
2.5
= 2.0+
=
1.5 4
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0.5 Quadratic fitt y=ax?+ bx + ¢
' a=3.7513e-06 £ 4.0997e-09
b =-1.5125e-05 + 4.2339e-06
0.0 1 Cc = 1.9735e-03 = 9.1672e-04
T T T T T T
0 200 400 600 800 1000
n

Slika 19: Kvadrati¢na odvisnost ¢asa ra¢unanja od Stevila vzorcev
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5 Komentarji in izboljSave

Zdi se mi, da sem zopet ve¢ino pomembnih stvari komentiral ze sproti. Dolgo
Casa sem se ukvarjal z transformacijami posnetkov pulzarjev za katere se izkaze,
da so prevec zaSumljeni, da bi lahko dobil kaksne smiselne rezultate. Mogoce si
to lahko ogledam pri naslednji nalogi, kjer naj bi se tudi naucili nekoliko odpra-
vljati Sum. Vsekakor bi hitreje dobil nekatere grafe, ¢e bi uporabljal vgrajeno
FFT. Vseeno sem za vse razen posnetke ostal pri svoje verziji dft (x), ker se mi
je zdelo bolj primerno, da po svoje naredim. Zelo sem navdusen nad prilagojeno
kvadratno funkcijo pri odvisnosti ¢asa racunanja. Vsekakor bi se pa lahko graf
izboljsal z ve¢jim obmodcjem za n in z ve¢imi ponovitvami in povprecenjem casov.

Zelel sem si predstaviti e kaj delovanja sintesizerjev na princip frekvenéne mo-
dulacije, kjer se pojavijo ¢udovite stvari v spektru zvoka, ampak mi je zal po-
polnoma zmanjkalo ¢asa, da bi snemal zvoke Se za to obdelavo.

Imel sem tudi idejo, da bi v duhu vaje Akustiéni resonator, posnel frekvenéni
odziv svoje tus kabine. Med raznim Samanskim petjem sem ugotovil, da lahko
zadanem nekaj resonanc¢nih vrhov, kjer vse res o¢itno doni. Zopet skoda, da ni-
mamo vec ¢asa, da bi lahko premislil postavitev tega eksperimenta. Vprasanje
je tudi, kako bi bilo s Sumom. Mogoce pa kdaj poskusim..
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Slika 20: Generiranje testnih signalov v Audacity
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