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1 Uvod

Pri robnem problemu lastnih vrednosti imamo podano diferencialno enacbo in
nekaj robnih pogojev. Robnih pogojev je obi¢ajno toliko, kolikor je red enacbe.
Problem resimo tako, da dolo¢imo lastne funkcije, ki ustrezajo danim robnim
pogojem in lastne vrednosti, ki skupaj zadosc¢ajo diferencialni enacbi. Zaradi
tega je reSevanje robnih problemov lahko bistveno bolj zapleteno kot integracija
zacetnih vrednosti.

Za reSevanje tovrstnih problemov sta znacilna pristopa diferencna in strelska
metoda. Pri tej nalogi bomo obravnavali obe.

Pri diferenéni metodi diskretiziramo prostorske koordinate na N korakov in tudi
robne pogoje. Drugi odvod aproksimiramo z drugo diferenco. V nasem primeru
reSujemo stacionarno Schrodingerjevo enacbo za neskonéno potencialno jamo
(V(-a/2 < x < a/2) =0in V(|z| > a/2) = o0) za konéno potencialno jamo
V(2] > a/2) = Vo).

7 diferencami aproksimirana enacba ima tako obliko:

Vi1 — 29 + Vi

Robna pogoja na mejah jame diskretiziramo v:
1o + 02%;7;”—1 =0,
by + @% —0.

Pri neskonéni jami sta pogoja prazaprav preprosta saj velja ¢9 = ¥y = 0. V
nasSem primertu tako dobimo tridiagnoalni sistem velikosti NV oz. linearni sistem
enach:

A= \p,

ki ga resimo z diagonalizacijo in tako dobimo lastne vektorje (pravzaprav lastne
funkcije) ¥ in lastne vrednosti A.

Pri strelski metodi pravaprav robni problem prevedemo na problem zacetne vre-
dnosti. Pri teh metodi poskusamo z rali¢nimi resitvami, dokler ne pois¢emo ta-
kih zacetnih pogojev, da zadostimo podani robni vrednosti. Ime izhaja iz tega,
da pri tej metodi “izstrelimo* trajektorije v razlicne smeri (razlitne zacetne
vrednosti za odvod), dokler ena trajektorija ne zadane robno vrednost na drugi
strani. Tako torej lahko zacnemo s “kosinusnim” zacetnim pogojem v izhodiséu
¥(0) = 1, ¥'(0) = 0 ali “sinusnim” pogojem ¥ (0) = 0, ¢’(0) = 1, nato pa
z nekim izbranim FE diferencialno enac¢bo s poljubno integracijsko shemo inte-
griramo do roba x = a/2 in tam preverimo, ali je izpolnjen drugi robni pogoj,
¥(a/2) = 0. Prinas je vrednost E tisti parameter, ki ga spreminjamo, da “zada-
nemo“ pravilne resitve. Vrednosti F, ki nam uspesno dajo resitev so pravzaprav
lastne vrednosti energije.



2 Naloga

Naloga od nas zahteva, da za kon¢no in neskon¢no potencialno jamo dolo¢imo

prej opisani metodi.

Pri konéni jami se spremenita pravzaprav le robna pogoja na mejah, kjer zah-
tevamo zveznost in zvezno odvedljivost. Torej ima robni pogoj pri x = a/2
obliko:

ap(a/2) + cap(a/2) = 0

Dodatno sem v si pogledal resitve tudi nekaterih drugih potencialov.

3 Opis resevanja

Tradicionalno sem se problema lotilv Pythonu, kjer sem uporabljal matplotlib
za vso risanje in NumPy za vse numeri¢ne postopke. Profesor je prilozil ze napi-
sani funkciji za obe metodi v datoteki bvp.py

Kot zadnje parkrat sem imel z podanima zZe pripravljenima metodama tezave.
Uspesno sem lahko resil nek poskusni problem robnih vrednosti. Nisem ju pa ni-
kakor uspel uporabiti v korist za reSevanje potencialne jame. Tu je predstavljena
resitev robnega problema na intervalu [0,0.5]:

=z +4et, z(0) =1, 2(1/2) = 2e?

Poskusno resevanje x” = x + expt
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Slika 1: Poskusno reSevanje z podanima metodama



Tako se mi je zdelo najbolj smiselno, da obe metodi napiSem sam, ker imam
s tem nadzor nad vsem kar se dogaja in vem, kako kaj zares deluje. Svojo
implementacijo strelske metode sem celo izboljsal, ker sem uporabil PEFRL
integracijsko shemo, ki je simplekti¢na in nudi tudi zelo zgledno natanc¢nost.
Numeri¢no dobljene resitve sem v primeru neskonéne potencialne jame primerjal
z analiti¢nimi resitvami:

kjer je L sirina jame.

Zanimivo mi je bilo si pogledati, kako strelska metoda pravzaprav iSce resitve,
ki zadosc¢ajo robnim pogojem. Z ekstrahiranjem array-ov z PyCharm raz-
hroscevalcem (angl. debugger) sem lahko narisal graf le tega. Oznacene tocke
ustrezajo niclam odstopanja od robnega pogoja in tako predstavljajo lastne
vrednosti energije. Tocke sem v svoji implementaciji strelske metode dolocil na
grobo z trikom, kjer is¢eS spremembe predznakov v elementih array-a in nato
bolj natanéno z uporabo Newton-Raphsonove metode [IJ.

Iskanje resitev z strelsko metodo

—— Ciljanje robnega pogoja

0.8 1 ® PResitve

0.6 1

0.4 4

(5
0.2 - [157.91) [246.74) (355.31)

Odstopanje od robnega pogoja

0.0 -

_0.2 -

T T T T
100 200 300 400 500
Ela.u.]

o4

Slika 2: Iskanje resitev z strelsko metodo



7 svojo implementacijo diferen¢ne metode pa nisem tako zadovoljen. Predvsem
me moti zelo slaba natanénost glede na analiticne resitve. Ob vecanju dimenzij
matrike se seveda natancnost izboljSuje, ampak sem hitro dosegel mejo, kjer je
mojemu racunalniku zmanjkalo spomina. Poskusil dodatno pridobiti na spo-
minu z uporabo 32-bit float podatkovnga tipa namesto 64-bit float, ampak ni
bilo zelo koristno. Dodatno sem prosil za dostop do streznika Marvin, ki ga
imajo na fakulteti za strojno ucenje. Marvin o¢itno ni nastavljen tako, da bi
mi lahko pomagal. Vse matrike bistveno ve¢je od dimenzije n = 10000 prekine
tekom diagonalizacije. Sumim, da je to zato, ker ima neko nastavitev, da ubije
procese, ki uporabljajo ogromno spomina. Kakorkoli, zal si nisem uspel poma-
gati z njim.

Napravil sem animacijo kako se oblika osnovnega lastnega stanja spreminja z
veCanjem dimenzije matrike. Animacijo bom prilozil k oddaji. Pogledal sem si
tudi, kako se z ve¢anjem matrike spreminja povpre¢no odstopanje, ki mogoce ni
najboljse merilo, ampak je trend vseeno dovolj jasen.

Povprecno odstopanje od analitiCne resitve
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Slika 3: Odstopanje od analiti¢ne resitve z vetanjem n

Za zabavo sem si narisal tudi kako izgleda matrika sistema po diagonalizaciji,
torej matrika, kjer so stolpci lastne funkcije. Tu se je izkazalo, da so manjse
matrike pravzaprav bolj primerne.
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Slika 4: Diagonalizirana matrika sistema

Diagonalizirana matrika sistema n = 15000 oo
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Slika 5: Diagonalizirana matrika sistema, kjer se zal ne vidi ve¢ detailov



4 Rezultati

Obdelava podatkov pri tej nalogi je pravzaprav dokaj preprosta, ¢eprav mi je
vzela veliko ¢asa (bolj natan¢no opisano v . Tako lahko kar takoj predstavim
rezultate. V obeh primerih ne znam razloziti razloga za odstopanja lastnih
energij.

4.1 Neskonc¢na potencialna jama

Pri strelski metodi sem pravzaprav parametriziral neskonéno potencialno jamo
kot (V(0 < x < a) =0in V(0 < z,z > a) = o0). Zelo sem zadovoljen z
rezultati in natancnostjo. Ne vem zakaj ima eno stanje nekoliko vec¢jo napako.
Sem velikokrat pogledal v svojo kodo in nisem nasel, kje bi lahko bila napaka.
Energija je zapisana v arbitrarnih enotah.

Lastne funkcije neskoncne potencialne jame
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Slika 6: Neskon¢na potencialna jama reSena s strelsko metodo



Absolutna napaka numericnih resitev
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Slika 7: Napake resevanja s strelsko metodo

7 diferen¢no metodo pa sem dobil manj zgledno natanénost tudi ze z ogromnimi
matrikami (tudi dobesedno ker n = 15000 zavzame 1.7 GB na disku).

Vezana stanja neskoc¢ne potencialne jame z FD

1.00 A — h, E1=1.23
— i, E2=4.93
0.754 — g3, E3=11.1
0.50 — s, E4=19.73
, Es=30.83
0.25 1
x
—= 0.004
=
—0.25
—0.50
—0.75 4
—1.00 4

T T T T T T T T T
-1.00 -0.75 -0.50 -0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
X

Slika 8: Nesonc¢na potencialna jama resena z diferenéno metodo
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Absolutne napake resitev z FD in n = 15000
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Slika 9: Napake resevanja z diferen¢no metodo

Konéna potencialna jama

Zelo so mi vSe¢ rezultati obeh metod. Zal pa tu nisem primerjal z analitiénimi
resitvami. Spet so lastne energije in globina jame podana v arbitrarnih enotah.

wn(x)

Vezana stanja konéne potencialne jame z globino 100 a.u.
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Slika 10: Konéna potencialna jama reSena s strelsko metodo
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Slika 11: Konéna potencialna jama resena z diferen¢no metodo
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5 Komentarji in izboljSave

Zdi se mi, da sem zopet ve¢ino pomembnih komentarjev podal ze sproti. Naloga
mi je vzela strahotno dolgo ¢asa predvsem kot kombinacija svojih osebnih tezav
z zdravjem in iskanjem raznih napak v kodi. Vseh rutin sem se lotil napisati po
svoje. Pri strelski metodi sem zapravil dobre 3 dni za iskanje napak, ki so se
nakoncu izkazali kot en napacen predznak in ¢udna normalizacija.

Razocaran sem predvsem nad slabo natan¢nostjo implementacije diferen¢ne me-
tode. Cudno mi je bilo tudi to, da Marvin ni zelel sprocesirati vecjih matrik
ampak se v to nisem preve¢ spuscal, saj ze tako ali tako zamujam oddajni rok.
Celo komentar k nalogi je Ze bil, torej je sploh kakSen smisel, da oddam, ¢e ne
morem kaksSen svoj dober graf pokazati kolegom?

Nalogo bi gotovo lahko izboljsal z bolj natanénim raziskovanjem, zakaj pride do
razlik lastnih energij in z ve¢ grafov “tretje generacije®. Zal pa ob hudi stiski
(tako v Zivljenju, kot s ¢asom) nisem uspel priti kaj dlje.. I'm sorry

i'm tired. but i haven't achieved
) 2090 enough today.

to sleep.

because
i'm tired.

Slika 12: V¢asih sem podoben tem dinozavrom
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