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1 Uvod

V prejsnji nalogi smo rekli, da obstajata v glavnem dva velika razreda za
reSevanje parcialnih diferencialnih enacb (PDE). To sta spektralne metode, ki
smo jih raziskali v prejsnji nalogi in pa diferencialne metode, ki jih spoznamo
tu. Diferencialne metode so v glavnem metode, ki resujejo PDE tako, da jih
diskretizirajo in jih pretvorijo v sistem linearnih enacb. Te metode so v glavnem
zelo podobne kot metode za reSevanje sistemov navadnih diferencialnih enacb
(ODE). V glavnem se razlikujejo v tem, da so PDE lahko tudi nelinearne in
moramo posledi¢no uporabiti iterativne metode za reSevanje sistemov linear-
nih enacb. Tu bomo spoznali metodo konénih diferenc (FDM). Ta temleji na
Taylorjevem razvoju s katerim lahko aproksimiramo odvod funkcije. To apro-
ksimacijo nato vstavimo v PDE in dobimo sistem linearnih enacb. Ta sistem
nato resimo iterativno in dobimo konéno resitev.

Fizikalni kontekst za to nalogo bo resevanje enodimenzionalne nestacionarne
Schrodingerjeve enacbe, ki se glasi

ot

Predstavlja osnovno orodje za nerelativisti¢ni opis kvantnih sistemov. V enacbi
je H Hamiltonian sistema, ki je v sploSnem odvisen od Casa. V nasem
primeru bomo obravnavali ¢asovno neodvisen Hamiltonian
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1. V tem primeru je Hamiltonian enak

Razvoj stanja ¢ (x, t) v casu ¢ (z, t + At) je opisan z priblizkom
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Obmocje z € [a, b] diskretiziramo na krajevno mrezo z N tockami z; = a+ jAx,
kjer je Az = (b —a)/(N — 1). Casovni razvoj spremljamo ob ¢asovni mrezi z
M tockami t,, = mAt, kjer je At ¢asovni korak. Vrednosti valovne funkcije in
potenciala v mreznih tockah ob ¢asu ¢,, oznacimo z ¢7* in V;. Krajevni odvod
izrazimo z diferenco
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Te priblizke vstavimo v razvoj stanja in razpiSemo Hamiltonov operator, da
dobimo sistem enacb
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v notranjih totkah mreze, medtem ko na robu (pri 7 < 0 in j > N) posta-
vimo ¢} = 0. Vrednosti valovne funkcije uredimo v vektor U™ in sistem @
prepisemo v matri¢no obliko

AT =AM (7)

kjer je A tridiaonalna matrika z elementi
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Kot smo napovedali, je to torej matri¢ni sistem, ki ga moramo resiti v vsakem
casovnem koraku iterativno.

2 Naloga

Naloga je sestavljena iz dveh delov. V prvem delu naloga od nas zahteva, da
spremljamo Casovni razvoj zacetnega stanja
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v harmonskem porencialu V(z) = 1/2 - kz?, kjer je a = k'/* in w = Vk.
Analiti¢na resitev za to stanje je

wt
2

Pz, t) = %exp [—;(5 —&vcoswt)? —i ( + &€y sinwt — ifi sin2wt)} ,
(11)

kjer je £ = ax in £, = a\. Postavimo w = 0.2 in A = 10. Za krajevno mrezo
vzamemo razpon x € [—40,40] in N = 300 tock. Nihajni ¢as je T = 27/w,
zato primerno prilagodimo ¢asovni korak At in stanje opazujemo deset period.
V drugem delu naloge pa moramo spremljati razvoj gaussovskega valovnega
paketa

U(z, 0) = (2mo2)~Vieiho(@= = (2-07/ (o0 (12)

v praznem prostoru V(z) = 0. Analiti¢na resitev za to stanje je
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Tu vzamemo obmoéje z € [—0.5,1.5] in spremljamo dokler paket ne precka
x & 0.75. Postavimo o¢ = 1/20, kg = 507 in A = 0.25.

(13)

3 Opis resevanja

Zdaj prakticno delam “faks zakljucek” speedrun, torej ta naloga zal ni tako
podrobno resena, kot bi mogoce zelel. Uporabil sem standardni ansambel pro-
gramskih paketov, ki sem jih uporabljal tudi pri prejsnji nalogi. Torej numpy,
scipy in matplotlib. Pri tej nalogi zal nisem imel moznosti (zaradi omejenega
casa), da bi delal kaksne divje eksperimente, torej je to praktiéno to kar se tice
programske opreme.

3.1 FDMSolver

Programersko sem se naloge lotil identi¢no kot pri prejsnji nalogi. Torej sem na-
pisal razred FDMSolver, ki vsebuje vse potrebne metode za reSevanje te naloge.
V konstruktorju razreda FDMSolver se inicializira vse potrebno, od tam naprej
pa lahko uporabnik kli¢e razne funkcije. Vecina jih je pravzaprav za risanje, saj
je razred priroCen storage za vse potrebne podatke in posledi¢no risarski funkeciji
ni potrebno podati ogromno argumentov. V glavnem je razred FDMSolver zelo
podoben kot SpectralSolver iz prejsnje naloge. Glavna razlika in cel point
nalog pa je njegova metoda solve(). Tu se incializirajo Se potrebne matrike in
se zacne iterativno reSevanje sistema. Pravzaprav tu tokrat nisem naredil res
Cisto ni¢ posebnega, samo obi¢ajno matricno mnozenje numpy ndarray-ov. Se
mi zdi Skoda, ker bi lahko preverjal svojo implementacijo proti kaki, ki jo ima
recimo scipy ali pa numpy. Recimo scipy.sparse.linalg.bicgstab() se mi
zdi. Ali pa v nasem primeru, ker imamo tridiagonalno matriko bi moral dobro
delati scipy.linalg.solve_banded(). Anyways zal tega nisem imel ¢asa na-
rediti.

4 Rezultati

4.1 Prvi primer - harmonski oscilator

Za prvi primer sem uporabil zacetno stanje . Zacetno stanje sem diskretizi-
ral na mrezo z N = 300 tockami, vsaj prvotno. Izkazalo se je, da pri nastavitvah,
ki so predlagane v nalogi, resitev ¢ez nekaj nihajev razpade. Nedopustno. Cas
sem spremljal originalno na mrezi z M = 1100 toc¢kami torej 100 na periodo, kjer
je bilo period potem 11. To se mi je zdelo sila bedno. Placal sem za cel procesor,
uporabljal bom cel procesor. Tako sem casovno mrezo razsiril na M = 11000
tock. Matri¢no mnozenje v numpy je ze po defaultu paralelizirano, torej very



nice.

Zdelo se mi je zanimivo, da bi poiskal okvirno koliko tock potrebjemo za smi-
selno resitev (torej, taksno, ki ne razpade po 10 nihajih). Ugotovil sem, da je
spodnja meja okoli N = 200. Zdaj, ce bi imel ¢as bi Sel seveda te stvari vse
dejansko izvest, ampak zanimivo bi bilo, kolikSen je dejansko performance gain
oz. krajsi cas racunanja. Ker meni se je zdelo N = 200, M = 11000 opazno
hitrejse kot NV = 300, M = 1100. Recimo ¢e zdaj gledamo large scale in si pred-
stavljamo, da reSujemo res nek zakompliciran velik model, na porazdeljenem
sistemu, se mi zdi zelo koristna metrika, za koliko ve¢ elektrike (oz. cloud ho-
sting resources) bo potrebno placati za tistih ve¢ tock in koliksna bo izboljsava
v dobljenem rezultatu.

Predstavim recimo lahko tale graf, ki se mi je zdel razmeroma zanimiv (pa zato,
ker drugih, niti nimam). Predstavlja razliko med resitvijo z zelo gosto mrezo
N = 700 in z naso domnevno spodnjo mejo N = 200. Casovni grid je bil v
obeh primerih M = 11000. Vidimo, da je razlika v resitvi zelo zelo majhna, do
te mere, da me skrbi, da sem kje kaj zamocil in tega nisem pravocasno opazil.
Ampak vizualno, ko ¢lovek gleda dobljene animacije zgledata res identi¢no.

Difference between the two solutions - Case 1
le—15+4.464285714e—5

Slika 1: Razlika med resitvama z N = 700 in N = 200

Pa ja, razlika med reSitvama definitivno narasc¢a z ¢asom, kot je pricakovano,
saj se resitve Se vedno kvarijo in sklepam, da se tista pri N = 200 kvari hitreje,
ampak bralec, poglej ta red velikosti razlike.

Kakorkoli zdaj je dovolj o tem, da sem se igral z razlicnimi parametri. Glavni



obrok je serviran! Na Sliki [2] je prikazana resSitev pri originalnih parametrih,
torej N = 300, M = 1100.

4.1.1 Komentarji k glavnemu obroku

Na Sliki [2| vidimo, da se reSitev hitro razleti. Sedaj pa serija slik, z bolj fino
€¢asovno mrezo.

Na Sliki [3] vidimo, da kljub temu, da je ¢asovna mreza zelo fino diskretizirana,
se reSitev Se vedno razleti. Zanimivo je, da se razleti na drugacen nacin kot pri
originalnih parametrih. Vzorec je drugacen. Nisem pa preprican zakaj pride do
tega.

Slika [4] prikazuje naso spodnjo mejo za smiselen N. ReSitev se malo razleze,
ampak pride skozi 10 nihajev v relativno celem stanju, tako da se zdi zadostno.
Na Sliki [5] je resitev pri originalnih parametrih, samo z bolj fino ¢asovno mrezo.
Resitev tu je zelo lepa. Vedno manj je deformacij.

Naceloma imam tudi sliko e za N = 500 ampak je ze precej podobna tej, tako
da sem jo izpustil. Tole je pa resitev pri N = 700. Pride skozi 10 nihajev
brez, da bi bilo opaziti kake res hude deformacije. Za primerjavo pa seveda Se
analiti¢na resitev na Sliki

Lahko si na hitro pogledamo Se odstopanje med analiti¢no in numeri¢no resitvijo
na Sliki 8

V tem primeru je bila risana resitev z N = 700, v primerjavi z analiti¢cno. Brez
absolutne vrednosti ¢ez, kar nam da nekakSen residum. V bistvu delam neke
sorte odstopanje med krajevnimi povpreéji resitev. V praktitnem smislu se ta
vzorec vidi kot zaostajanja numeri¢ne resitve za analiticno, kjer jo potem na
robu potenciala za kratek Cas prehiti in za¢ne spet zaostajati. To se vidi fan-
tasticno na animaciji, ki jih naj bi bilo v repozitoriju oz. upam, da se bom
spomnil pripeti tudi v mail.

4.2 Drugi primer - gaussov paket

Za drugi primer sem uporabil zacetno stanje . Zacetno stanje sem diskre-
tiziral z mrezo z N = 500 tockami. Med pisanjem porocila za to nalogo sem
ugotovil, da je bila podana zveza za At, ki sem jo jaz spregledal. Delajmo se, da
je bilo to v resnici le priporocilo. Sklicujem se na creative freedom naloge. Po-
dobno kot pri prvem primeru, sem tudi tu ¢asovno mrezo razsiril na M = 11000
tock. Tu ni drugega razloga za to¢no to stevilko, kot to, da sem elemente kopiral
iz prvega primera.

Resitev, ki jo dobimo za N = 500 je na Sliki [9}

V primerjavi z analiti¢no resitvijo na Sliki[I0]se zdi, da je resitev Se kar dogledna.
Proti koncu je res ze kar sibka, ampak to bi se dalo hitro popraviti z spremembo
parametrov. To se sicer pokaze prvi znak neke napake v moji implementaciji. V
nekem srednjem ¢asu je nisem uspel najti, torej je currently ”ignored”. Ceprav
naj bi predstavljaja isto rec¢ je ¢asovna skala pri analiti¢ni resitvi ¢isto drugacna
kot pri numeri¢ni. Najbolj verjetno je, da sem se kje zmotil pri prepisu enacb.
In to je tudi razlog, da sem se odlocil, da ne bom kazal grafa razlike med ana-



Heatmap of the solution solved by FDM - Harmonic Potential
M = 1100, N = 300, t_step = 3.14e-01

345.6
- 0.40

- 0.35
-0.30
-0.25
-0.20 2
-0.15
-0.10

38.4 _ -0.05

0.0 - 0.00
—40.00-31.11-22.22-13.33-4.44 4.44 13.33 22.22 31.11 40.00

x [arb. units]

Slika 2: Resitev pri originalnih parametrih.

Heatmap of the solution solved by FDM - Harmonic Potential
M = 11000, N = 100, t_step = 3.14e-02
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Slika 3: Resitev pri N = 100,M = 11000.



Heatmap of the solution solved by FDM - Harmonic Potential

M = 11000, N = 200, t_step = 3.14e-02
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Heatmap of the solution solved by FDM - Harmonic Potential
M = 11000, N = 300, t_step = 3.14e-02
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Slika 5: Resitev pri N = 300,M = 11000.



Heatmap of the solution solved by FDM - Harmonic Potential
M = 11000, N = 700, t_step = 3.14e-02
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Slika 6: Resitev pri N = 700,M = 11000.

Heatmap of the Analytic solution - Harmonic Potential
M = 11000, N = 500, t_step = 3.14e-02
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Slika 7: Analitiéna resitev.



Difference between numeric and analytic solution - Case 1
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Slika 8: Odstopanje med analiti¢no in numeri¢no resitvijo.

Heatmap of the solution solved by FDM - Gaussian Wavepacket
M = 11000, N = 500, t_step = 0.03
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Slika 9: Resitev pri N = 500, M = 11000.
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liticno in numeri¢no resitvijo, ker nima smisla.

Cudnosti se ne koncajo tu sicer. Pravzaprav, ravno zaradi lack of time, sem
mogoce nekoliko goljufal z resitvijo. Namre¢ moj razred FDMSolver v tem pri-
meru deloval ¢udno na robovih krajevne mreze. To mislim v tem smislu, da se
je valovni paket na robu odbil in potem zacel interferirati sam s seboj. Tudi
temu sem namenil debugging session, a nisem uspel najti vzroka. So pa grafi
arguably 10x bolj kul in zanimivi kot ¢e bi samo gledali valovni paket, v pra-
znem prostoru. With that being said, se mi zdi, da je zdaj Cas za Se eno galerijo.

4.2.1 Komentarji k galeriji

V primeru resitve za N = 100 na Sliki [11| resitev prakti¢no ni¢ ne naredi preden
se ne raztopi in razpade. Not very interesting. Ampak je pa zanimivo, da je
spet N = 200 spodnja meja za smiselno resitev, kot nam kaze Slika [T2]

Na Sliki[I2]se precej dobro vidi tudi ta ¢udnost, ki sem jo omenil. Valovni paket
se odbije od roba in potem zac¢ne interferirati sam s seboj. To se Se boljse vidi
na tej Sliki ki jo imam. Embarraingly enough se ne spomnem ve¢ pogojev
nastanka te slike, ¢eprav je nekaj parametrov zapisanih na njej. V sploSnem naj
bi prikazovala isti proces le pri N = 400 in na daljsi ¢asovni skali (razen, da
je zaradi nekega razloga ¢asovna skala tu manjsa). ((Ima to veze z analititno
resitvijo? Me tepe ne poslusanje navodil?)) V glavnem, se odbije in prakti¢no
izgine, ker je tako razlezen. Potem pa se zacne pojavljati na drugi stran, kjer
se spet tako kot prej odbije ipd.

Meni so te interferen¢ne proge in vzorci res vse¢. Tako da obvezno se N = 700
in potem se ustavim.

Tu na Sliki se mi zdi, da se fenomenalno vidi vzorec. Vztrajal sem, da
rabimo ta graf zato, da lahko kot pri prvi nalogi nariSemo Se primerjalni plot
med N = 700 in N = 200 resitvijo. Spet se izkaze, da je razlika izredno majhna,
ceprav je nekoliko vecja kot pri prejsnji nalogi.

5 Komentarji in izboljsave

) )
poreéilo-ker-toleje-obupno—amapakitis—what—it—is: Do ncke mere se mi zdi,
da sem malo uredil, s tem, da sem premaknil slike na svoje strani in ustvaril
kvazi-galerije. Veliko Zelj sem imel Se za to nalogo, ampak se mi tako mudi z
vsem, da res ne gre. Zal mi je, da nisem imel ¢asa narediti ve¢. As of writing naj
bi imel ustni izpit ¢ez okoli dva dneva in nisem Se niti zacel z uéenjem. Tako da
se mi zdi, da je to to. Upam, da sem ostale stvari ustrezno sproti pokomentiral
in da je bilo branje prijetno. Poro¢ilo sem napisal v res zelo spros¢enem stilu.

The traditional funny has been canceled until further notice.
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Heatmap of the Analytic solution - Gaussian Wavepacket
M = 11000, N = 700, t_step = 8.27e-11
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Slika 10: Analiticna reSitev.

Heatmap of the solution solved by FDM - Gaussian Wavepacket
0.0 M = 11000, N = 100, t_step = 0.03
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Slika 11: Resitev pri N = 100, M = 11000.
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Heatmap of the solution solved by FDM - Gaussian Wavepacket
M = 11000, N = 200, t_step = 0.03
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Slika 12: Resitev pri N = 200, M = 11000.

Heatmap of the solution solved by FDM - Gaussian Wavepacket

M = 11000, N = 400, t_step = 0.01
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Slika 13: Unknown resitev pri N = 400, M = 11000.
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Heatmap of the solution solved by FDM - Gaussian Wavepacket
M = 11000, N = 700, t_step = 0.03
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Slika 14: Resitev pri N = 700, M = 11000.

Difference between the two solutions - Case 2
le—12—1.78571428e—3
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Slika 15: Razlika med resitvama z N = 700 in N = 200
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